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mise en indice inférieur (e.g. E, ou Ep).

— Les phaseurs et les quantités complexes qui en découlent, avec un module et
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Chapitre 1

Notions de base

1.1 Les champs

Un champ est une entité physique parfois difficile & concevoir ; il s’agit d’un concept utile
pour faciliter I'interprétation de phénomeénes existants. Le champ est une grandeur phy-
sique qui posséde une valeur reliée a chaque point de ’espace. Des champs sont définis
en lien avec les forces appliquées sur des objets. Tout le monde connait bien le champ
gravitationnel de la Terre lié a la force attirant les objets vers son centre. Les champs
électriques et magnétiques sont aussi des champs de force reliés aux répulsions ou attrac-
tions électriques et magnétiques'. Dans un contexte plus large, on dira qu'un champ est
I’ensemble des valeurs aux différentes coordonnées spatiales d’une quantité physique.

Quoique 'invisibilité de la gravitation n’empéche pas celle-ci d’étre facilement comprise
et interprétée, il n’en va pas ainsi pour tous les champs. En effet, il existe différents type
de champs comme on le détaille ci-dessous.

e Le champ peut étre identique partout dans une région prédéfinie de 'espace dans
lequel cas on le dit uniforme;

e Le champ peut varier en fonction du temps. Il sera donc statique ou variant (dans
le temps — “time-varying”) selon qu’il soit indépendant ou non du temps;

e Plus encore, le champ peut étre vectoriel ou scalaire lorsque la quantité qu’il repré-
sente a une direction dans ’espace ou non respectivement.

Ainsi le champ gravitationnel est relativement uniforme dans la région de I'atmosphére
terrestre, statique et vectoriel contrairement au champ électromagnétique souvent non-
uniforme, variant et toujours vectoriel. On peut ouvrir ici une premiére parenthése : s’il
n’y a pas d’évolution dans le temps, le champ électrique et le champ magnétique sont
dissociables ; par contre une variation temporelle de I'un ou 'autre rend ces deux champs
indissociables d’oti le nom combiné électromagnétisme.

1 existe quatre types de force dans la nature soit la force gravitationnelle, la force électromagnétique,
les forces nucléaires faible et forte ; on verra que les forces électrique et magnétique sont en fait une méme
force dite électromagnétique.
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La température et la pression atmosphérique sont des exemples de champs scalaires ;
par contre leur gradient sont des quantités vectorielles. Soit le cas de la température dans
un systéme de coordonnées cartésiennes pour bien se fixer les idées. Si la température d’une
piéce est assumée identique partout et fixe dans le temps alors T' = cte; par contre si elle
est non-uniforme mais toujours constante alors 7" = T'(z,y, z). On comprend aisément
que pour tenir compte de ’évolution de la température dans le temps, on a maintenant
le cas général :

T = T(x,y,2,t) . (1.1)
Z/A*/_' [ ——
- «—>
— (:vo,y;)\‘ \
o Byl T \
Fy (0, 90)
_______ AN LN
Y
‘\

)/.

FIGURE 1.1 — Lignes de champ vectoriel dans un espace cartésien a deux dimensions.

Pour un champ vectoriel, il existe autant de composantes que la dimension de I’espace
soit 3 pour un espace physique. Le champ vectoriel F' s’écrit :

F(z,y,z,t) = Fy(x,y, 2z, t)a, + Fy(z,y, 2, t)a, + F.(z,y,2,t)a, . (1.2)

La figure 1.1 montre un exemple de champ vectoriel dans un plan cartésien (espace a
2 dimensions). Les fleches indiquent la direction et leur longueur est proportionnelle &
I’amplitude.

Des expression similaires existent pour les autres systémes de coordonnées. En cylin-
drique ou en sphérique, on obtient :

F(r,¢,z,t) = F.(r,¢,z,t)a, + Fy(r,¢,z,t)ay, + F.(r, ¢, 2, t)a, (1.3)
F(T, 8, §b7 t) = F7-(T’, 9, qb, t)a,q + Fg(’f‘, 0, ¢, t)a,g + F¢(T‘, 8, ¢, t)a¢ . (14)

Comme on peut le remarquer par ces exemples, une quantité vectorielle est identifiée
par un caractére gras normalement majuscule sauf pour les vecteurs unitaires notées ay.
Ces derniers sont des vecteurs dont le module? (ou longueur) vaut I'unité.

2Pour obtenir la grandeur d’un vecteur, il suffit de prendre la racine carrée de la somme des compo-
santes au carré de la base e.g. ' = |F| = ,/F? 4+ F2 + IZ en cartésien. Si un vecteur F' posséde une
direction ar = mgya, +mya, +m.a, (avec mi + mz + mﬁ = 1 car module unitaire), alors Fy, = F - my,
Fy=F-my, F,=F-m,.
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1.2 Phaseur

Les phaseurs sont des outils mathématiques utilisés lorsque les signaux varient sinusoidale-
ment dans le temps aussi appelés variations harmoniques. Ce sont des nombres complexes
qui, ramenés sous la forme polaire, ont un module et un argument?

e Le module représente 'amplitude créte du signal (parfois la valeur efficace lorsque
bien spécifié).

e [argument correspond au déphasage du signal sinusoidal & I'origine du temps.

En utilisant ’analyse de Fourier, on peut démontrer que la réponse en régime perma-
nent d’un systéme linéaire a un excitation sinusoidale reste sinusoidale et avec la méme
fréquence d’oscillations. Seuls le module et la phase changent. Ce régime sinusoidal perma-
nent est pratique car il permet d’obtenir plus facilement la réponse d’un systéme linéaire
a un excitation quelconque en procédant une fréquence a la fois. Comme toute forme
de signal peut se décomposer en une somme de composantes sinusoidales?, 'idée est de
déterminer la réponse du systéme pour chacune des composantes indépendamment des
autres et de sommer ces réponses dans le plan complexe.

Soit la fonction harmonique F'(t) = A cos(wt+¢). Dans cette expression, A est I'ampli-
tude de la variation sinusoidale et (wt-+¢) est la phase. A I'origine i.e. &t = 0, le déphasage
est simplement ¢. Cette fonction peut aussi s’écrire & partir des identités d’Euler comme
suit :

b it
F(t) = Re{@}eg]d/’e’ } (1.5)

ol F est le phaseur représentant la fonction. On peut alors travailler uniquement avec le
phaseur sachant que la variation temporelle est du type e/“!. Lorsqu’on utilise les phaseurs,
tous les parameétres qui en découlent sont complexes, comme les phaseurs d’ailleurs. On
surmonte d’une barre (7) le paramétre en question pour bien montrer que son emploi est
limité au régime sinusoidal permanent.

Im A

[ / o F
A

-
o

Re

QFr--------

FIGURE 1.2 — Représentation d’un phaseur dans le plan complexe.

Le phaseur et, par extension, tous les paramétres complexes peuvent étre représentés
sous la forme rectangulaire autant que sur la forme polaire comme sur la figure 1.2. La

3Le mot phase convient aussi.
4C’est la transformée de Fourier qui permet de trouver les diverses composantes sinusoidales.
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conversion entre les deux formes est simple et bien connue. On doit ajouter qu'une addition
(soustraction) de deux phaseurs se réalise aisément en rectangulaire alors que la multi-
plication (division) est plus simple en polaire. Dans 'exemple de la fonction harmonique
F(t), on a :

F = Aé&?
= Acos(¢) +j Asin(¢)
—— \_—Z—_/

avec

A = Va®+b? (1.8)
¢ = arctan(b/a) .
La solution d’une équation différentielle d’un systéme linéaire avec la technique des

phaseurs consiste & remplacer toutes les dérivées simples par jw. En effet, la dérivée
premiére de la fonction harmonique F'(¢) est

d};—it) = —wAsin(wt+ ¢) = wAcos(wt+ ¢+ m/2) (1.10)
= Re{wAe’? ¢™2 ) = Re{jwFe’'} (1.11)
F J

oll on remarque que le phaseur résultant est jwF soit le produit du phaseur initial par
jw. On peut aussi voir que la dérivée produit une avance de phase de 7/2 correspondant
a +7 dans le plan complexe.

1.3 Intégrales de ligne et de surface

1.3.1 Intégrales de ligne

FIGURE 1.3 — Modélisation de l'intégrale de ligne.

L’intégrale de ligne d’un champ vectoriel F' le long d’un parcours quelconque C repré-
sente 'influence cumulative du champ selon la direction du parcours arbitrairement choisi.
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Elle est simplement définie comme :

/F-dl.
c

Pour comprendre I'intégrale de ligne, on décompose le parcours en segments infinitésimaux
Aly, Aly, ..., Al,. Elle est alors équivalente a la somme des n produits scalaires de F'j,
(la valeur du champ évalué a la position du segment k) par le segment Al donc :

/ F.dl ~ Z F. Al cos ay, (1.12)
¢ k=1

ou a4 est 'angle entre Fy et Alp comme il apparait sur la figure 1.3. Il faut bien voir
que le champ est une fonction de ’espace donc de la position a laquelle on 1’évalue. On
pourrait écrire F'(1).

Dans le systéme de coordonnées cartésien, ’approximation de l'intégrale de ligne de-

vient : .
/F-dl ~ Y (FuAzy, + FAy, + F.Az,) (1.13)
¢ k=1
en prenant
dl = dzra, + dya, + dza, . (1.14)

Il y a cependant un danger a écrire I’équation de cette maniére car on pourrait croire
que l'intégrale de ligne se résume a trois intégrales de la méme fonction sur chacune des
coordonnées. Il n’en est rien car les éléments différentiels dz, dy et dz, de I’équation ne
sont pas indépendants puisqu’ils dépendent tous du parcours suivi. Il faut donc les relier
a I’équation du parcours entre les deux points.

Exemple 1.1

Soit la fonction F = 5ya, + z°a..

» Faites l'intégrale de ligne du point (0, 0,0) au point (1,2, 3) le long du parcours
2 =y, 9z = 2°.

FIGURE 1.4 — Parcours de l'intégrale de ligne.



W16

1 Notions de base

On commence par dériver les équations du parcours d’ot :
2dx = dy, 9dxr = 2zdz .

L’élément différentiel s’écrit donc en fonction de dx par exemple, comme :

9d
dl = dva, + 2dva, + 2—va
Z

On a maintenant :

(1,2,3) (1,2,3) 922d
/ F.dl = / Sydx + —
€(0,0,0) €(0,0,0) 2z

Puis, en remplacant les variables y et z par leur relation avec z suivant I'équa-
tion du parcours, on obtient :

(1,2,3) 1 9x2dx
F.-dl = / 5(2x)dx +
/C(o,o,m , PR e

1
= / (102 + 1.52%/%)dx
0

= [52% +0.62°7], = 56..

On peut aussi procéder de cette maniére :

(1,2,3) 1 3
/ F.dl = / 5yd:v+/ rdz
€(0,0,0) 0 0
1 3
= / 5(2x)dx+/ (22/9)%dz
0 0

5 3

1 ¥4
= [5x2]0+{ﬁ] 5.6 .

0

o

FIGURE 1.5 — Intégrale de ligne sur un parcours fermé ou la circulation du champ.

Si le parcours est fermé, on écrit 'intégrale de cette maniére § F'-dl pour bien le mon-
trer. Cette intégrale est connue sous le nom de circulation. On vérifie que si la circulation
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d’un champ est nulle sur un parcours passant par deux points distincts a et b, c’est qu’il y
a conservation de I’énergie sur ce parcours fermé. En effet, sur la figure 1.5 on décompose
le parcours fermé en deux parcours : I'un passant par ¢; et I'autre par c¢o. Ainsi :

}'{ Fdl= | F-dl+ | F-dl =0 (1.15)
acibeaa ac1b beaa
donc
F-dl = — | F-dl (1.16)
ac1b beaa
-+ F.dl. (1.17)
acab

Si la circulation est nulle pour tous les parcours fermés passant par les deux points
distincts a et b, 'intégrale de ligne est alors indépendante du parcours utilisé pour se
rendre du point a au point b. Le théoréme de Stokes (voir section 1.4) démontre qu’une
circulation nulle implique que le rotationnel du champ est également nul. On nomme
donc irrotationnel ou conservatif, un champ pour lequel la circulation est nulle pour
tout parcours (§ F' - dl = 0). Dans un tel champ, aucune énergie n’est perdue ou gagnée
en déplacant un corps pour enfin revenir au point de départ. Dans le cas contraire le
champ est non-conservatif et 'intégrale de ligne dépendra non seulement des points de
départ et d’arrivée mais aussi du parcours emprunté. Le champ gravitationnel terrestre est
un exemple de champ conservatif puisque la variation d’énergie potentielle d’'une masse
passant d’un point a & un point b ne dépend pas du parcours mais uniquement de la
différence de hauteur des deux points. On verra que le champ électrique statique est un
autre exemple, car I'intégrale de ligne d’un point a vers b sur un parcours quelconque donne
la différence de potentiel entre les deux points V. Cependant, si le champ électrique varie
temporellement alors il devient non-conservatif.

Une intégrale de ligne nulle sur un seul parcours fermé ne peut garantir que le champ
est conservatif. 11 faudrait vérifier pour une infinité de parcours. Evidemment, une seule
intégrale de ligne non-nulle sur un parcours fermé suffit pour dire que le champ est non-
conservatif.

Etant donné qu’'une identité du calcul vectoriel indique que le rotationnel d'un gradient
est toujours nul (V x VG = 0), alors un champ qui découle d'un gradient, soit F' = VG,
est nécessairement conservatif.

1.3.2 Intégrales de surface

L’intégrale de surface du champ F' sur une surface S est elle définie comme :

//SF-dS.

Le produit du champ par une surface perpendiculaire infinitésimale est nommé flux. Si
on considére que le champ représente un fluide qui se déplace, le flux est une mesure de
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ek
T 1

FIGURE 1.6 — Différents cas de l'intégrale de surface ou de flux.

la quantité de fluide qui traverse la surface. Ainsi I'intégrale du produit scalaire entre un
champ et une surface est appelée intégrale de flux.

Pour comprendre l'intégrale de surface, on décompose la surface en surfaces infinitési-
males ASy, AS,, ..., AS,. Ces surfaces étant petites, on assume que le champ passant au
travers chacune est uniforme quoiqu’il peut étre non-uniforme sur une plus grande échelle.
Si la surface est perpendiculaire aux champs (la normale a la surface est paralléle), alors
le flux sera maximal comme sur la figure 1.6(a). Au contraire, lorsque la surface est pa-
rallele aux lignes de champ, le flux sera nul (figure 1.6(b)). L’angle « entre la normale a
la surface et la direction du champ est donc important d’oii la nécessité de définir I'unité
infinitésimale de surface vectorielle. Celle-ci posséde deux caractéristiques essentielles a
savoir son aire et son orientation dans l’espace :

dS = dSa, (1.18)

ol a,, est un vecteur unitaire normal a la surface dS.

FIGURE 1.7 — Division d’une surface en surfaces élémentaires pour une intégrale de flux.
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Alinsi, on obtient :

// F.dS ~ Z FL.ASy, cos o, (1.19)
S k=1

ol qy, est I'angle entre F';, et la normale a la surface AS) comme il apparait sur la figure
1.7.

Exprimer I'élément différentiel de surface est la principale difficulté de l'intégrale de
flux. Une fagon de procéder qui fonctionne a tout coup, consiste a paramétriser la surface
selon deux coordonnées u et v :

//SF -dSa, = //RF(T(%U)) - N (u,v) dudv (1.20)

avec R le nouveau domaine d’intégration dans le plan uv, et :

r(u,v) = z(u,v)a, +y(u,v)a, + z(u,v)a, (1.21)
or Or
N

On peut aussi choisir deux longueurs infinitésimales orthogonales dl; et dly situées
dans la surface d’intégration et écrire :

Attention cependant aux inter-relations entres toutes les coordonnées si la surface n’est
paralléle a aucun axe de coordonnées. Dans le cas contraire, on a avantage a prendre
'une des deux longueurs infinitésimales suivant I’axe paralléle (e.g. dza, pour une surface
verticale).

’ Exemple 1.2 ‘

Soit la fonction F = 5za, + y*a..

» Faites l'intégrale de flux au travers la portion du plan x = 1 — 2y comprise
entre z = 0 et 2 = 3 dans le premier octant z,y, 2z > 0.

On commence par trouver l'expression de 1’élément de surface. Pour ce faire,
il suffit de multiplier vectoriellement deux vecteurs dl; et dly se trouvant dans
le plan. Ici, on pose :

donc, on a selon (1.21) et (1.22) :

r(u,v) = (1-2u)a,+ua,+va,
N = (—-2a,+a,) xa,
dS = (2a,+ a;)dudv .
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FI1GURE 1.8 — Surface d’intégration pour le calcul du flux.

L’intégration de flux devient fonction uniquement des variables paramétriques
uetv:

3 005
// F.dS = / / (5(1 - 2u)a, + v’a.) - (2a, + a,) dudv
f 05
= / / 5(1 — 2u) dudv

= 5(3) {27 —UL 15(0.25) = 3.75 .

On peut sauter I'étape de paramétrisation pour obtenir directement selon

(1.23) :
dly, = dza,
dly, = dza, +dya, = —2dya, + dya,
a cause de la relation entre x et y telle que do = —2dy. Donc :

dS = dly xdl,
= dza, x (dra, + dya,)
= —dxdza, + dydza, .

Les bornes d’intégration peuvent étre en z (0 < x < 1) et en z; ou en y
(0 <y <0.5) et en z. Le résultat sera le méme. Ainsi, on a :

/ / F.-dS = / / (5za, + y*a.) - (—dzdza, + dydza,)
° 0.5
= / / 5(1 — 2y)dydz

= v dz = 3.75 .
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Si la surface est fermée i.e. si elle délimite un volume, 'intégrale de surface fermée
donne le bilan du flux émanant du volume. Les normales aux surfaces sont choisies en
pointant hors du volume pour que le flux quittant le volume soit positif tandis que celui
entrant, négatif. Un bilan positif indique la présence d’une source de flux a l'intérieur du
volume.

Par exemple, en magnétisme, on va définir un champ d’induction magnétique B qui
provient de la force magnétique que nous pouvons constater entre les poles Nord et Sud
d’aimants. L’intégrale de surface du champ B est appelée flux magnétique ¥. Celui-ci
peut étre non-nul. Cependant, I'intégrale sur une surface fermée du champ d’induction
magnétique est toujours nulle car il n’existe pas de charge magnétique isolée®

1.4 Théorémes de Stokes et de Green

Par le théoréeme de Stokes, on peut faire le lien entre la circulation, I'intégrale de surface
et le rotationnel d’'un champ comme suit :

jiF-dl://SVxF-dS (1.24)

ou S est une surface quelconque délimitée par le contour C. On ouvre ici une parenthése
pour annoncer que le théoréme de Stokes sera particulierement utile pour convertir les
deux premiéres équations de Mazwell — les équations de Mazwell sont les équations fon-
damentales de ’électromagnétisme — et celle dite de continuité de la forme intégrale a la
forme différentielle.

dSk

ay,

C C

FI1GURE 1.9 — Régle de la main droite pour le théoréme de Stokes.

Il existe cependant une ambiguité sur le sens de la normale a la surface tout comme
sur le sens de l'intégration sur le parcours fermé. Pour lever 'ambiguité, on se sert de
la régle de la main droite. Le sens d’intégration détermine par cette régle le sens de la
normale comme montré sur la figure 1.9 . Lorsque l'enroulement des doigts de la main
droite suit la direction d’intégration sur le parcours, le pouce indique celle de la normale.

5Une source magnétique comprend toujours les deux pdles, on ne peut séparer le pdle “positif” du
“négatif”.
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De méme, le théoréme de Green® unit lintégrale de surface fermée, l'intégrale de

fSF-dS://Vv-de (1.25)

ol V est le volume délimité par la surface fermée S. Encore une fois, tout comme le

volume et la divergence :

théoréme de Stokes, le théoréme de Green permettra de convertir les deux autres équations
de Mazwell restantes de la forme intégrale a la forme différentielle.

Pour utiliser les théorémes de Stokes ou de Green afin de passer de la forme intégrale
a différentielle, le plus simple est de prendre un contour fermé formant une surface carrée
dans le théoréme de Stokes, ou une surface fermée formant un volume cube dans celui de
Green; puis de faire tendre ce contour ou cette surface vers quelque chose d’infinitésimal.

d (z,y,z+ Az)

C
‘ r’s
o—
B NG
T ; (z,y + Ay, z)
f g
(z + Az, y,2)

F1GURE 1.10 — Parcours rectangulaires et orthogonaux infinitésimaux pour faire le passage de la
forme intégrale & la forme différentielle.

Afin de prouver le théoréme de Stokes, on suppose au départ 1’égalité montrée en
(1.26) ; on verra alors ce qui en sera conclu & propos de G :

féF'dl://SG-dS (1.26)

avec les parcours fermés présentés sur la figure 1.10 i.e. abeda, adefa et afgba. On obtient
avec la partie gauche de 1’équation sur les 3 parcours :

L Fed = [Eyl @Ay + [Fl@yran Az = [Fle 1098y = [Fleydz (1.27)
]{d Ll = Rl b (Blysas A — [Fleiaands ~ [Flyadr (125)
%f b F-dl = [FiyAr+ [Fletaes) Ay = [Falgrays) Az = [Fyl@) Ay (1.29)

afgba

6Le théoréme de Green est aussi connu sous les noms de théoréme de la divergence ou théoréme de
Gauss
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D’autre part, on a respectivement avec la partie droite :

// G-dS = [Gﬂc](x,y,z)AyAz (130)

S[abcd]

// G- -dS = [Gy](w7y’z)AZA$ (1.31)
Stadef]

/ / G-dS = [G.wymArAy (1.32)
Slafgbl

En réunissant les équations qui vont ensemble (par exemple (1.27) avec (1.30) et ainsi de
suite), on trouve que :

A F.l. AlF, T,z
[A]y( - [Ay]z( 2 = [Gal(a.2) (1.33)
AlF ]y AlF.]
| A]Z(y’ ) _ A A]x( 2= (Gl (1.34)
AlFyl@s: Al
I _ ? — 1.

Avec des parcours infinitésimaux, on voit que les trois expressions ci-dessus correspondent
a:

VxF =G (1.36)

démontrant ainsi que (1.26) et (1.36) sont équivalentes d’ou le théoréme de Stokes.

d c

X

F1GURE 1.11 — Boite rectangulaire infinitésimale pour le passage de la forme intégrale a différen-
tielle.

La démonstration du théoréme Green est plus simple. On suppose avec I'égalité mon-
trée en (1.37) et on regarde, une fois encore, ce qui sera conclu sur G :

%ngZS _ ///V gdv (1.37)

avec le volume V' délimité par les six surfaces du cubes de la figure 1.4. Les flux émanant
de chacune des surface sont, en respectant le sens des parcours qui procure une normale
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sortant du volume (& ne pas oublier) :

/ F.dS = —[Fx](x)AyAZ (138)

[adch]

// F.-dS = [Fx](I+AI)AyAZ (139)
[hefg]

/ / F.dS = —[F)yAzAe (1.40)
lafed]

// F.dS = [Fy](y_,_Ay)AZA.Z' (1.41)
[hgbc]

// F.-dS = —[FZ](Z)Al‘Ay (1.42)
[abg f]

/ / F-dS = [FesanAzAy . (1.43)
[hede]

Le coté droit de (1.37) donne simplement gAzAyAz d’ou :

AF, AF, AF,
+ =L+ =

. 1.44
Ax Ay Az g ( )

Avec un volume infinitésimal, le terme de gauche de 1’équation ci-dessus est la divergence
de F' donc :
V- F =g (1.45)

Cette derniére expression est ce qui ressort du théoréme de Green. En effet, en com-
parant (1.25) et (1.37), on s’apergoit trés vite que (1.45) découle naturellement.
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Exercices

Question 1

En utilisant les phaseurs, exprimez la fonction suivante comme une seule fonction du
temps cosinusoidale :

5 sin(wt + 60°) — 5 cos(wt + 30°) — 3 sin(wt) .

Question 2

Soit la fonction périodique A(t) = 5 cos(10°t — 30°). Soit maintenant le phaseur B tel
que le rapport avec A/B = 2/15°. Ecrivez :

a) le phaseur correspondant a A(t);

b) l'expression de la fonction B(t).

Question 3

Calculez l'intégrale curviligne sur le parcours x = y = /2 entre le centre de coordon-
nées et le point (1,1,1) de la fonction :

F = 5za, + zya, + *za, .

Question 4

Calculez le flux 1 passant par la surface plane x + y + z = 1 limitée par le premier
octant de la fonction :
F = 1:2ay + 3y%a, .

Réponses :
1. 2 cos(wt — 90°).
2. a) A=5/-30°; b) B(t) = 2.5 cos(10°t — 45°).
3. f01(5x2 + 2%+ 22°)dx = T7/3.

j. N=a,+a,+a., ¢v=[ [7"(u>+30%)dudv=1/3.






Chapitre 2

Les champs et les matériaux

2.1 Introduction

Pour débuter I'étude de 1’électromagnétisme, il convient de connaitre les différents champs
en présence et leurs origines. Pour ce faire, il est plus pratique de commencer avec les
champs statiques. C’est aussi la maniére historique de leur découverte. Du méme coup,
il est opportun d’introduire les différents matériaux et faire ressortir les caractéristiques
intéressantes face a I’électromagnétisme.

Au départ, on avait I'impression que ’électricité et le magnétisme étaient deux notions
distinctes. Dans les faits, le cas statique (on peut aussi inclure le cas quasi-statique)
découple les deux effets de sorte que leurs affinités n’apparaissent pas. Il aura fallu des
expériences plus avancées pour apercevoir les inter-relations et décrire plus généralement
le comportement de ce qui sera appelé 1’électromagnétisme.

Les premiers pionniers de l’électricité et du magnétisme croyaient vraiment en deux
forces : Benjamin Franklin (1706-1790) qui établit la loi de conservation de la charge,
Charles A. de Coulomb (1736-1806) qui mesura les forces électriques et magnétiques,
Karl F. Gauss (1777-1855) qui énonga le théoréme de la divergence, Hans E. Oersted
(1777-1851) qui découvrit que I’électricité pouvait produire du magnétisme et, a 'inverse,
Michael Faraday (1791-1867) trouva que le magnétisme pouvait générer de Iélectricité,
André M. Ampére qui réalisa un solénoide. Il a fallu attendre James C. Mazwell (1831-
1879) pour comprendre que les deux notions n’en formaient qu'une. Heinrich Hertz (1857-
1894) qui fut le pére de la radiodiffusion, et Guglielmo Marconi (1874-1937) ont d’ailleurs
appliqué les principes pour rayonner une onde électromagnétique.

On peut donc voir ’électricité et le magnétisme comme un cas particulier de 1’électro-
magnétisme dans laquelle la fréquence du signal est trés faible pour ne pas dire nulle.

2.2 Champ électrique statique

Les concepts de base en électricité reposent sur les observations faites des expériences
de Coulomb et d’Ampere. Coulomb remarqua qu’il existait des charges de deux signes

opposés car il y avait, dans certains cas, attraction et dans d’autres cas, répulsion. Ces

91

charges sont si petites qu’on peut les assimiler a des “points de charge”" appelées charges

'Les charges sont localisées a4 un point précis de ’espace et n’occupent aucun volume.
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ponctuelles.

Fu/%b;/

FIGURE 2.1 — Force électrique qui s’exerce entre deux charges électriques.

Soient deux charges #1 et #2 telles que montrées sur la figure 2.1, la force d’attraction
ou de répulsion produite par #2 qui agit sur #1 dépend de I'importance des charges ),
et (Y9, de la distance les séparant R et du milieu selon :

Qi

= — 5,021
dre R?

F, (2.1)

ou

e ()1 et Q2 montrent I'importance des charges en terme de Coulombs; la plus petite
charge est celle d’'un électron soit —1.6022 x 10719 C;

e ¢ est la constante de proportionnalité qui tient compte du milieu, elle est appelée
permittivité et s’exprime en Farads/métre; la permittivité du vide est notée €, et a
une valeur de :

€, ~ 8.854 x 1072 F/m (2.2)

soit approximativement 107°/36m ;
e a, est un vecteur unitaire orienté suivant ’axe du segment partant de #2 vers #1.

D’une maniére similaire a celle du champ gravitationnel par rapport a la force gravi-
tationnelle mais en utilisant la charge au lieu de la masse — le champ gravitationnel est
la force produite par la masse #1 sur la masse #2 par unité de masse #2 —, on définit le
champ électrique E a partir d’une charge de test ¢ sur laquelle agit une force électrique
F' comme suit :

F dF

E = lim — 2.3

R (2.3)
La charge de test ¢ doit étre petite pour ne pas affecter le champ électrique dans lequel elle
est placée. Une charge ponctuelle ) produit donc un champ électrique dont I'expression

est :

d (2% a

p- Yok Q- (2.4)
dq 4dme R?

Le vecteur unitaire ag est paralléle au segment passant par les deux charges en partant de

la charge test comme sur la figure 2.2. Les unités du champ électrique sont les Volts/métre.
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/

FIGURE 2.2 — Champ électrique produit par une charge ponctuelle et mesuré en un point par

une charge test.

®
\\\

FIGURE 2.3 — Champ électrique résultant en présence de plusieurs charges.

Une charge de 47e C placée au point (3,1, 1) m en coordonnées cartésiennes produirait un
champ E = 3-(a, + 2a, + 2a.) V/m au point (4,3, 3)

Avec plusieurs charges en présence comme sur la figure 2.3, les forces sur la charge
test s’additionnent vectoriellement. De méme en est-il des champs électriques produits
par chacune des charges prises isolément, c¢’est le principe de superposition des champs.
Par exemple, pour n charges ()1, Qa, ..., @, le champ électrique obtenu au point P est :

@ Q2 Qn

+—%GR2 —1——%-@0,3”

= < 2.5
47reR%aR1 4meR (2:5)

A la limite, avec une distribution d’une grande quantité de charges, on préfére utiliser
les notions de densité de charges :

e densité linéaire de charges p; en C/m si les charges sont distribuées sur une fine
ligne ;

e densité surfacique de charges ps lorsque les charges sont réparties sur une surface
infiniment mince ;
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e densité volumique de charges p, ou p tout simplement, dans le cas d’une distribution
dans l'espace.

Il faut alors intégrer la densité de charges sur tout le domaine plutét que de sommer des

charges ponctuelles.

Exemple 2.1

Deux charges ponctuelles dans le vide ()1 = 12me, C' et Q) —4me, C sont

situées respectivement aux coordonnées cartésiennes (—2,0,0) et (1,0,0).

» Calculez la valeur du champ électrique au point (0,0, 1) m.

FIGURE 2.4 — Position des charges pour le calcul du champ électrique.

On a de (2.5) :

[Eloony = [Eiooy) + [E2oo
12me, (2a, + a.) dme, (—a,+a,)

Ame,(5) B 4me,(2) V2
— (0.5367a, +0.2683a,) — (—0.3536a, + 0.3536a,)

0.8902a, — 0.0852a,
= 0.8943(0.9954a, — 0.0953a.) V/m

On remarque que le champ électrique pointe en s’éloignant de la charge posi-
tive. Les lignes de champ électrique partent toujours de la charge positive vers

la charge négative selon la convention utilisée.
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Exemple 2.2

FIGURE 2.5 — Géométrie de 'anneau mince avec distribution linéique uniforme de charges.

Un anneau infiniment mince d’un rayon r est chargé avec une distribution
uniforme donnant une charge totale (). La géométrie du probléme est montrée
a la figure 2.5.

» Exprimez le champ électrique au point (0, 0, z) m.

Au départ, on sait que :

[El©00: = / [dE]0,0,2)
e,
4re, R2 "
ou :
B . Q
1Q = p(rdd) = = rdo .
™r

Par des considérations de symétrie, on remarque que chaque segment infinité-
simal et son opposé de 180° sur 'anneau, donneront un champ électrique dont
la seule composante non-nulle sera E,. Or cette composante s’obtient comme
suit :

2r Q 27
S=rdo Q 1
Eloo. = 2000 L= ~ déa,
Eloo. /0 4me, R2 oS Ak @ /0 4re, R2 R on ¢a

QZ 1 /27r
— — dba.
dre,(r? + 22)3/2 21 ), ba

Qz

a, .
4re,(r2 + 22)3/2
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avec R2 = R?> =r? 4 2% et cosay, = cosa = z/R.

» De la, exprimez le champ produit par une feuille mince infinie ayant une densité
de charge surfacique ps C'/m?.

T

FIGURE 2.6 — Multitude d’anneaux minces produisant un plan avec distribution surfacique uni-
forme de charges.

On pourrait intégrer le résultat précédent en faisant varier r de 0 & I'infini pour

trouver le champ produit par une plaque. Cependant, le valeur de () varie en
fonction de r comme Q). = ps 2wrdr d’ol :

[Eloos = /0 [dE](0,0,2)
/ < p2rrdrz a
o Ame(r2 4 22)3/2 77

sz o) r
— —_— _— d >
2¢, /0 (r2 + 22)3/2 ra

Finalement, on observe que le champ électrique a une amplitude indépendante
de z car il vaut p,/2¢, partout. De plus, il est toujours orienté selon la normale
a la feuille de part et d’autre de 'axe z.

2.3 Champ d’induction magnétique statique

La loi d’Ampére concerne les forces produites par des courants I; et I, circulant dans
des fils comme sur la figure 2.7; ce sont les forces magnétiques. Un peu comme pour
I’électricité, les observations des expériences d’Ampere confirment que :
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I

FIGURE 2.7 — Force magnétique produite par un élément d’une boucle de courant agissant sur
un élément d’une autre boucle de courant.

la force d’un fil sur 'autre est proportionnelle au produit des deux courants;

cette force diminue comme le carré de la distance;

la direction de la force produit par I’élément dly et agissant sur I’élément dl;, notée
dF'1, est celle-ci : dl; x (dly X ag1) avec ag; un vecteur unitaire partant de dls vers
dl1 N

le milieu agit surtout s’il est ferreux.

On aboutit & :
dF1 = Il dl1 X <%R2 .[2 de X Cl,21> . (26)

J/

dB,
La constante u est la perméabilité du milieu exprimée en Henrys/metre. Celle du vide

est notée pu, et vaut exactement :

fo = 4w x 1077 H/m . (2.7)

dF

B
dl

I

FIGURE 2.8 — Force magnétique exercée sur un élément de courant dans un champ d’induction.

La forme de (2.6) suggére que chaque élément de courant subit une force qui origine
d’un champ produit par un autre élément de courant. On 'appelle le champ d’induction
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magnétique B. Comme pour les champs gravitationnel et électrique, les unités du champ
magnétique permettent de convertir le courant linéaire élémentaire I; dl, en force. L unité?
du champ magnétique B est nommée le Tesla ou Wb/mQ. Le terme entre parentheéses
de (2.6) représente dBj i.e. le champ d’induction produit par 'élément dly. On peut
généraliser ainsi pour définir la loi de Biot-Savart :

I
B = /“ le"’R (2.8)

et, tel que montré sur la figure 2.8 :

dF = Idl x B . (2.9)

Puisque I = la force magnétique qui s’exerce sur une charge ponctuelle ) en

dt )
mouvement s’écrit aussi :

dQ dl
dF = —2dlx B =dQ 3 x B = dQux B
F = QuxB (2.10)

L’équation (2.10) est connue sous la loi de Lorentz (v est le vecteur vitesse de la charge
électrique).

’ Exemple 2.3 ‘

Soit un élément de courant différentiel I1dzra, a (1,0,0) et un autre Irdya, a
(0,1,0). Le matériau environnant est le vide (1 = o).

» Exprimez les forces de I’élément #2 sur #1 et de ’élément #1 sur #2.

FIGURE 2.9 — Position des éléments de courant pour le calcul de la force magnétique.

21l sera vu & la section 3.2 que le flux magnétique, noté ¥ s’exprime en Webers ( Wb) alors que la flux
électrique ¥, est en Coulombs ( C).
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dFl = (Ildxaz) X (L Igdyay X M)

4m(2) V2
_%Zaz
o L1 1o
= ———dxdya
82 Yy
107" I, I,

= ———dzdya,

V8
o I
dFy = (Igdya,y)x( H —1dxa,z>
T

1077 I I
= —”dxdyaz.

V8

Comme dFy # —dF'1, on pourrait croire que la troisiéme loi de Newton est

violée. Qu’on se rassure, il n’en est rien car il n’existe pas d’éléments de courant
isolés. La troisiéme loi tient toujours avec I'intégrale des forces sur deux boucles
entiéres de courant qui, elles, existent. On verrait alors que les forces totales
exercées 'une sur 'autre ont méme intensité mais des directions opposées.

Exemple 2.4

Soit un fil infiniment long placé sur I’axe z qui transporte un courant / dans
la direction +z.

» Donnez l'expression du champ d’induction magnétique en tout point de I'es-
pace.

Le plus simple est de prendre un point dans le plan xy — le fil étant infiniment
long, la position z ne devrait pas avoir d’importance — en coordonnées cylin-
driques, comme sur la figure 2.10. On applique la loi de Biot-Savart (2.8) et
le principe de superposition des champs. L’induction magnétique produit par
un élément de courant I dz a (0,0, z) est :

uw Idza, X ag
47 R?

wl dz sin a

N inR?
wlrdz

 4m(2? +r2)3/2 a9

[dBlt.60 =

puisque R? = r?+2% et sina = r/R. Le champ d’induction magnétique produit
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\ 7/
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FIGURE 2.10 — Géométrie pour calcul du champ d’induction produit par un fil de courant.

par tout le fil vaut donc :

[Blroo = / [dB](r,,0)
ulr z >
— a
A | r2v/Z2 2] ¢
o
- 21r

Le calcul du champ d’induction fait dans l’exemple précédent assume un courant
“filiforme” i.e. un courant qui se déplace le long d’un fil infiniment mince. Il existe deux
autres types de distributions de courant moins localisées :

e Le courant de surface qui circule sur une épaisseur infime a la surface d’un corps
— souvent conducteur — est comparable a ’eau de pluie qui tombe en bordure d’un
toit lors d’une averse. On lui associe une densité de courant de surface J, exprimée
en A/m.

e Le courant de volume passant au travers une section se compare a la pluie qui
passe par une ouverture. La densité de courant volumique, ou simplement densité
de courant, J est en A/m?.

On remarque que les densités de courant sont des quantités vectorielles qui pointent
dans la direction du mouvement des charges (positives) produisant le courant. L’intégra-
tion le long d’un parcours perpendiculaire a la direction de J, donne le courant total
I; de méme que l'intégration sur une surface perpendiculaire a J. Si le parcours ou la
surface n’est pas perpendiculaire en tout point, il faudra en tenir compte par le biais du
cosinus du changement d’angle. Par exemple, le courant I pour les cas de la figure 2.11



2.3 Champ d’induction magnétique statique

W 2-27

vaut J,w et Jra? si les densités de courant sont uniformes sur la largeur et sur la section

respectivement.

1

FIGURE 2.11 — Densités de courant de surface et de volume.

Exemple 2.5

Soit une feuille mince infinie dans le plan zz parcourue par un courant de
surface uniforme J, = Jya, A/m.

» Donnez l'expression du champ d’induction magnétique en tout point de l'es-

pace.

e e p———

FIGURE 2.12 — Géométrie pour calcul du champ d’induction produit par une feuille mince de

courant uniforme.

Le mieux a faire ici est de prendre des bandelettes verticales étroites de largeur
dx et de se servir du résultat du champ produit par un courant “filiforme”. On
peut prendre un point sur 'axe y (0,y,0) parce que la position en z et en
z n’a aucune importance du fait d’une feuille infinie dans ces deux axes. En
regardant le champ d’induction produit par chaque bande, on s’apergoit que
le champ n’aura que des composantes en x et en y — puisque B = Bjay.
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On peut, encore une fois, simplifier le travail en prenant simultanément deux
bandelettes situées a égale distance de I’axe z : maintenant, c’est la composante
B, qui devient nulle :

[dBly>00 = —2dB; cosaa,
_ pi)sod Y
B 2m\/22 + y? /22 + i e
sy de
o or@+y?)

Le champ d’induction magnétique produit par la feuille entiére devient :

[Bloy>00 = / [dB(0,4>0,0)
0

1 soy /°° dx
= —_ a,x
0

T x? 492
et e )1,
= ——— |—arctan | — a,
m Y Y/ 1o
R
= 5 G

De maniére générale, autant dans le demi-espace y > 0 que y < 0, on écrit :
B = gJS X an

ol a, est la normale & la feuille de courant du c6té du demi-espace considéré.

2.4 Conducteur et conductivité

Les matériaux sont constitués d’atomes, chacun ayant un noyau de protons (charges po-
sitives) et neutrons autour duquel gravite les électrons (charges négatives). Un ion est un
atome dont le nombre de charges positives différe de celui des charges négatives.
Certains électrons se situent dans des bandes d’énergie telles qu’ils peuvent se déplacer
d’un atome a 'autre. Ce sont des électrons libres par opposition a la majorité qui eux,
sont intimement liés au noyau. La capacité d’un électron libre de se déplacer d'un atome
a l'autre — sa mobilité — dépend du type de matériau. Lorsqu’un grand nombre d’électrons
mobiles est impliqué, le matériau est conducteur. Par contre, il existe des matériaux ou
vraiment trés peu d’électrons sont disponibles pour participer a la conduction. Ce sont
des isolants aussi appelés diélectriques. Entre les deux extrémes se trouvent les semi-
conducteurs oll, avec un niveau d’énergie minimal, des électrons liés peuvent devenir
libres en passant par dessus une bande d’énergie interdite. Cette derniére est, pour les
semi-conducteurs, plus étroite que celle pour les diélectriques, ce qui explique la possibilité
plus élevée qu'un électron devienne libre. Sur la figure 2.13, on observe le remplissage des
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EA
Bande permise
disponible -
Bande

interdite

Bandf:

Conducteur Semi—conducteur Isolant

FIGURE 2.13 — Diagramme des bandes d’énergie pour différent type de matériau. (en noir : état
occupé; en blanc : état libre; en gris : état interdit)

bandes d’énergie selon le type de matériau. On y observe que la bande a énergie minimale
des conducteurs n’est pas complétement remplie contrairement aux autres, ce qui permet
aux électrons de se déplacer facilement.

Sans entrer dans les détails, la vitesse de mobilité des électrons libres v, est propor-
tionnelle & une constante p,. prés, au champ électrique appliqué :

ve = —p.E . (2.11)

Le courant électrique résultant du mouvement des électrons sera d’autant plus grand que
la vitesse de ces électrons est élevée car :

AQ = Nq(AS)(vqAt) (2.12)
I = %Cf = N.qu.AS (2.13)

ou N, est le nombre d’électrons libres par métre cube; ¢, la charge de I'électron et AS, la
section considérée. Ainsi la quantité N.|q|v. permet une relation directe entre la densité
de courant de conduction, notée J. et le champ électrique E. C’est la conductivité o
exprimée en Siemens/métre ou mhos/métre :

J.=0E. (2.14)

Le tableau 2.1 contient différentes valeurs de conductivité selon les matériaux.

2.5 Diélectrique et champ de déplacement

Il a été dit que le champ électrique produit par une charge dépend du milieu via la
permittivité e. Si le milieu est le vide, alors la permittivité est €, mais, dans un diélectrique,
il existe des atomes constitués de charges positives et négatives liées ensemble. Sous 'effet
du champ électrique, ces atomes deviennent polarisés i.e. le nuage d’électrons de 'atome
a tendance a étre décentré créant ainsi un dipdle électrique comme sur la figure 2.14.
L’intensité du dipole est définie par le moment dipolaire électrique p donné par :

p=0Qd (2.15)
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Matériau o [ S/m| | Matériau o |S/m|
argent 6.1 x 107 | eau de mer 4
cuivre 5.8 x 107 | germanium 2.2

or 4.1 x 107 | silicium 1.6 x 1073
aluminium 3.5 x 107 | eau fraiche 1073
tungsténe 1.8 x 107 | terre séche 107°

fer 4.8 x 10% | bakelite 107°
mercure 1.0 x 10° | verre 10710 — 10714

TABLE 2.1 — Conductivité de certains matériaux.

E

-
o

P P
— —

COED e
d
o0
Q0 +Q
P

—
P
FIGURE 2.14 — Effet de la polarisation et moment dipolaire.

ou d est le vecteur de déplacement entre le centre du nuage des charges négatives et le
noyau positif, chaque charge® ayant ) Coulombs. Sur I'ensemble des atomes du milieu,
P, le vecteur de polarisation électrique, est la somme vectorielle des moment dipolaires
par unité de volume.

Bien sur, le vecteur de polarisation électrique en C/m? varie d'un matériau a 'autre
mais, dans la partie linéaire de la réponse, il est directement proportionnel au champ
¢électrique ambiant dans le diélectrique E via la susceptibilité électrique y, :

P = ¢,x.FE . (2.16)

La polarisation électrique est telle qu’elle induit un champ secondaire FE, s’opposant
au champ électrique responsable de sa création. Le champ ambiant dans le diélectrique
FE est donc plus faible dans un matériau que dans le vide; ceci est d’autant plus vrai
lorsque le matériau se polarise facilement. Or le champ ambiant est la superposition du
champ appliqué E, (qui ne tient pas compte de la polarisation comme dans le vide) et du
champ secondaire FE, résultant de la polarisation P, ce dernier étant lui-méme fonction
du champ ambiant. Le champ appliqué et le la champ secondaire s’ajustent pour atteindre
un équilibre. Dans le but d’éliminer la connaissance explicite de P, on définit une nouveau

30n considére ici un matériau neutre électriquement, ce qui veut dire que la charge totale est nulle.
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Matériau €y Matériau €
air 1.0006 | nylon 3.5
styromousse  1.05 | quartz 4-5
papier 2-3 | bakelite )
bois 2-4 | mica 6
teflon 2.1 néopreéne 6.8
polystyrene 2.6 | glycérine 42-50
plexiglass 3-3.5 | eau 81
sol 3-5 | rutile (7i02) 90-115

TABLE 2.2 — Constante diélectrique de quelques matériaux.

champ vectoriel D appelé le champ de déplacement :

D = ¢E+ P (2.17)
= 6(1+x) E (2.18)
——
— ¢E (2.19)
avec
€ = €6 . (2.20)

La quantité €, s’appelle la constante diélectrique. La table 2.2 donne quelques valeurs
de constante diélectrique. Dans les matériaux usuels, elle est généralement supérieure a
I'unité de sorte que € > €,. Ainsi, il suffit d’utiliser la permittivité e dans les équations pour
tenir compte de la polarisation automatiquement. Quant au champ de déplacement D), il
a les mémes unités que la polarisation i.e. C'//m?. L’avantage du champ de déplacement
D est son indépendance face au matériau dans lequel on le mesure ; il ne dépend que des
charges en présence. Ainsi, le champ électrique produit par une configuration de charges
vaut D /e, dans le vide et D/(e.€,) dans un diélectrique de constante ¢.. Comme on a
généralement ¢, > 1, il s’ensuit que le champ électrique dans le diélectrique est souvent
plus faible* ou égal & celui qui aurait été obtenu dans le vide, conséquence directe de
I'opposition de la polarisation au champ appliqué.

La molécule d’eau, & cause de sa géométrie asymétrique, se polarise facilement. Les
deux atomes d’hydrogéne sont reliés a ’atome d’oxygéne en formant un angle de 104.45°.

Pour un matériau diélectrique isotrope®, la permittivité est un scalaire®. La direc-
tion du champ de déplacement est alors la méme que celle du champ électrique car la
polarisation suit aussi la méme orientation.

41 existe des matériaux particuliers qui présentent une constante diélectrique inférieure a 1'unité. Le
plasma est un exemple avec ses propriétés exotiques.

SUn matériau est dit isotrope si la caractéristique (la permittivité pour un diélectrique ou la conducti-
vité pour un conducteur) reste la méme quelle que soit lorientation du champ (le champ électrique dans
le cas de la conductivité ou de la permittivité) dans l’espace.

5Pour les matériaux anisotropes, qui ne sont pas considérés dans le cadre de ce cours, la permittivité
est une matrice 3 x 3 appelée tenseur de permittivité : D = eE.
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2.6 Matériau magnétique et champ magnétique

Jusqu’a présent, les réponses aux champs électriques ont été couvertes pour les maté-
riaux conducteurs et diélectriques. Les matériaux magnétiques ont eux un comportement
reliés au champ d’induction magnétique B. Dans la structure atomique, on reléve les
particularités suivantes :

e Les électrons et le noyau tournent autour d'un axe qui leurs sont propres, c’est le
spin, un mouvement quantique qui donne un mouvement cinétique a ’électron et le
noyau. Cependant, étant donnée la masse du noyau, son spin a une vitesse angulaire
beaucoup plus faible d’ott une importance beaucoup moindre que celui d’un électron.

e Les électrons possédent aussi une quantité de mouvement qui les font décrire une
orbite autour du noyau — la vitesse de Iélectron est de l'ordre de 10° m/s. Cette
orbite ne peut étre déterminée avec exactitude selon le principe d’incertitude. Elle
n’est donc pas forcément circulaire, loin de 1a. Mais, ce mouvement fournit un autre
mouvement cinétique dit orbital. Dans un modéle simpliste (qui ne respecte pas en
tout point la théorie quantique) mais tout-a-fait satisfaisant pour décrire la magné-
tisation, le mouvement orbital peut se modéliser par une orbite circulaire centrée
sur le noyau.

Le spin des électrons et leur mouvement orbital sont tous deux responsables d’un effet
de magnétisation car le spin et le mouvement orbital s’apparentent & un mouvement de
charge électrique : ils peuvent étre considérés comme autant de boucles de courant a des
dimensions sub-atomiques et atomiques respectivement qui se superposent pour former
une boucle de courant équivalente par atome. Le rapport de 'effet magnétique du spin a
celui du mouvement orbital s’appelle le facteur g de ’électron ; il vaut 2 pratiquement (la
légére différence s’explique par la théorie électrodynamique quantique).

La boucle équivalente pour chaque atome, forme un moment dipolaire magnétique m,
I’analogue du moment dipolaire électriques p, avec :

m = [Aa, . (2.21)

Dans cette équation, I est le courant circulant dans la boucle; A est 'aire délimitée par
la boucle et a,, la normale au plan de la boucle suivant la régle de la main droite.

A

electron

SRS
P
AN
\

FIGURE 2.15 — Effet de la magnétisation et moment dipolaire magnétique.



2.6 Matériau magnétique et champ magnétique

W 2-33

La figure 2.15 illustre un moment dipolaire magnétique. Il faut voir le moment dipolaire
sous deux échelles : celle au niveau microscopique et 'autre, macroscopique. Sur cette
derniére échelle, on définit le vecteur de magnétisation M7 comme la somme des moments
dipolaires magnétiques de chaque atome par unité de volume ou densité volumique du
moment dipolaire magnétique résultant.

Un matériau peut étre vu comme étant composé au niveau microscopique d’un en-
semble d’aimants élémentaires. Dans la plupart des matériaux non magnétisés, les orbites
et spins de tous les électrons sont disposées de maniére assez aléatoire de sorte que le
moment magnétique net de ’atome est nul. En effet, pour ces matériaux, sans champ
d’induction magnétique appliqué, les spins autant que les plans orbitaux sont disposées
de maniére quelconque de sorte que le moment magnétique net de ’atome est nul lorsqu’on
en fait la somme vectorielle.

Lorsqu’un matériau est soumis a un champ magnétique extérieur, sa structure micro-
scopique se modifie. Chacun des aimants élémentaires peut avoir tendance a s’aligner avec
ce champ ou bien & lui résister, selon la nature des atomes et des forces de liaisons qui les
lient. La susceptibilité magnétique Yy, relie la magnétisation au champ magnétique par :

M = y,.H . (2.22)

Elle indique le type de réponse produite au niveau macroscopique du matériau face au
champ d’induction magnétique appliqué :

® Y, < 1:Lechamp d’induction dans le matériau est affaibli par I’aimantation induite
car la magnétisation s’oppose au champ appliqué, c’est le diamagnétisme.

® \,m > 1 : A linverse cette fois, la magnétisation va dans le méme sens, c’est le
paramagnétisme.

® \,n > 1 : Les forces de liaisons entre les atomes sont grandes de sorte que les
magnétisations s’alignent fortement avec le champ appliqué de maniére a renforcer
le champ ambiant. Ce sont les matériaux ferromagnétiques® capables d’exhiber une
magnétisation permanente méme sans champ d’induction.

Toujours de maniére similaire au cas du champ électrique dans un matériau diélec-
trique, le champ d’induction appliqué B, (qui ne tient pas compte de la magnétisation)
provoque un champ d’induction secondaire B provenant de la magnétisation M. Cette
magnétisation est dépendante du champ ambiant dans le matériau B constitué de la su-
perposition du champ appliqué B, et du champ secondaire B,. La création du champ

7On peut voir encore ici, une analogie avec le vecteur de polarisation P.
811 s’agit principalement du fer, du cobalt, du nickel et de quelques terres rares, de leurs alliages,
composés et oxydes.
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Matériau Groupe L Matériau Groupe Ly
bismuth diamag. 0.99983 | cobalt ferromag. 250
argent diamag. 0.99998 | nickel ferromag. 600
cuivre diamag.  0.999991 | acier doux (0.2 C) ferromag. 2000
eau diamag.  0.999991 | fer ( 0.2 impurete) ferromag. 5000
vide non-mag. 1 mumétal (is re, 75 Ni, 5 cu, 2 0r)  ferromag. 100,000
air paramag. 1.0000004 | fer purifié (o.s impurets) ferromag. 200,000
aluminium paramag.  1.00002 | supermalloy (is e, 5 a0, 79 ni)  ferromag. 1,000,000

TABLE 2.3 — Perméabilité relative de quelques matériaux.

magnétique H évite le calcul de la magnétisation :

B
H=>"-M (2.23)
o
B
- = (2.24)
Mo (1 + Xm)
—_———
Mr
B
= = 2.25
. (2.25)
avec
1= fofy - (2.26)

La quantité p est la perméabilité et p,., la perméabilité relative. La perméabilité permet
de tenir compte des effets de magnétisation en utilisant p plutot que p, dans un matériau
magnétique. Le champ magnétique H en Ampéres/métre est directement lié¢ a la densité
surfacique de courant responsable des effets magnétiques, sans référence a la nature du
matériau.

Un regard sur le tableau 2.3, montre qu’il est possible d’avoir une perméabilité relative
légérement plus faible que 'unité pour les diamagnétiques ou a peine supérieur a I'unité
pour les paramagnétiques. On considére toutefois l'effet insuffisant de sorte qu’on les
assimile davantage a des matériaux non-magnétiques. Les matériaux ferromagnétiques
sont dits magnétiques car leur perméabilité relative atteint facilement plusieurs ordres de
grandeur.

Le champ magnétique H pointe, pour les matériaux isotropes magnétiques, dans la
méme direction que B ; donc p est un scalaire?.

Un dernier mot sur le magnétisme. Les matériaux ferromagnétiques présentent une
courbe d’hystérésis laquelle prouve que la relation B — H est souvent complexe. Cette
relation devrait apparaitre comme une droite mais, pour ces matériaux, p est non linéaire
i.e. fonction de 'amplitude du champ magnétique. Plus encore, il existe une rémanence
(mémoire) qui fait que le matériau se souvient de son état précédent et qu’il réagit dif-
féremment au modification du champ magnétique. Le matériau est alors magnétisé et

9Les matériaux anisotropes magnétiques ne sont pas considérés dans le cadre de ce cours, la relation
s’écrit alors B = uH ol p est une matrice 3 x 3 appelée tenseur de perméabilité.
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rémanence

coercivité

| B

relation linéaire
B=uH

FIGURE 2.16 — Courbe d’hystérésis typique pour un matériau ferromagnétique.

devient un aimant permanent & moins qu’on applique sur lui un champ inverse intense.
La figure 2.16 montre 'allure de la relation B — H caractéristique pour les matériaux

ferromagnétiques.

e

mV
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Exercices

Question 1

Des charges ponctuelles, chacune d’une valeur de v/4me, C', sont situées sur les sommets
d’un polygone régulier a n-cotés inscrit dans un cercle de rayon a. Trouvez I’amplitude de
la force électrique agissant sur chacune des charges pour :

a) n=3;

b) n=4.

Question 2

Des feuilles planes infinies sont placées & z = 0, z = 2 et z = 4. Ces feuilles sont
uniformément chargées avec les densités surfaciques pg1, ps2 et pss3 respectivement. Les
champs électriques résultants aux points (3,5,1), (1,—2,3) et (3,5,5) valent 0, 6a, et
4a, V/m respectivement. Déduisez :

a) les valeurs des densités de charges ps1, pso €t ps3;

b) le champ électrique a (—2,2, —6).

Question 3

Soit un disque circulaire de rayon a centré dans le plan xy. Sur ce disque est distribuée
une charge dont la densité surfacique varie suivant r comme :

ps(r) = 4me,r C/m?* .
Exprimez le champ électrique produit par le disque en tout point sur 'axe z.
Question 4

Une charge volumique distribuée uniformément avec une densité p, C'/m? entre les
plans z = —a et z = a. En utilisant le principe de superposition et le résultat du champ
électrique produit par une feuille de charges surfaciques, exprimez le champ électrique sur
I’'axe z.

Question 5

Soient un courant I1dl; = I dya, passant par (1,0,0) et un courant lrdly, = Ldza,
passant par (0, 1,0). Trouvez les éléments de forces magnétiques dF'; et dF'5 agissant I'une
sur I'autre.

Question 6

Des courants de surfacique existent sur des feuilles planes infinies placées & x = 0,
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y =0 et z = 0. Les densités de courant sont respectivement de J,,a., 2Js,a, et —J,,a,
A/m. Trouvez la valeur des champs d’induction magnétique aux points suivants :

a) (1,2,2);

b) (2,-2,-1).

Question 7

Un courant de volume circule entre les plans z = —a et z = a avec une densité uniforme
Joa, A/m?. En utilisant le principe de superposition et le résultat du champ d’induction
magnétique produit par une feuille de courant de surface, exprimez le champ d’induction
magnétique sur l'axe z.

Question 8

Une boucle circulaire d’un rayon a est centrée dans le plan zy. Sur cette boucle circule
un courant I dans le sens horaire tel que vu du point (0,0, 1) i.e. dans le sens des valeurs
décroissantes de ¢. Dérivez I'expression de B produit par la boucle de courant en tout
point sur l'axe z.

Question 9

Soient des feuilles planes infinies avec des densités de charges uniformes de 1 uC/m?
et —1uC/m?, placées a z = 0 et 2z = d respectivement. La région entre les deux plans
0 < z < d est remplie d'un diélectrique. Trouvez les valeurs de D et de E dans le
diélectrique si :

a) le diélectrique est de l'air;

b) la permittivité vaut 4e,.

Question 10

Une charge ponctuelle () est située a l'origine d'un systéme de coordonnées. Cette
charge est enveloppée par une coquille sphérique de rayon interne a et de rayon externe b
centrée sur la charge. La coquille est faite d’'un diélectrique de constante €, = 4. Exprimez
les champs de déplacement et électrique dans les trois régions : 0 < r < a, a <r < b et
r > b.

Question 11

Des courants circulent sur deux feuilles planes infinies situées a z = 0 et z = d avec des
densités de 0.1a, A/m et —0.1a, A/m respectivement. La région entre les deux feuilles
0 < z < d est constituée d’'un matériau magnétique. Trouvez les valeurs de H et de B
dans le matériau si :

a) le matériau est de l'air;
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b) la perméabilité vaut 100,.

Réponses :
1. a) 0.577/a®? N ; b) 0.957/a* N.

2. a) ps1 = 4€, C/m?, pso = 66, C/m?, psz = —2¢,C/m? ;
b) [El(—22,-) = —4a.V/m.

3. [Elooz = 272 (1n <£) _ ﬁ) a..
—(poafc)a.  z<—a

4' [E](07072) = (pOZ/EO)a’Z —a< z<a
(poa/eo)az zZ>a .

5. dF, = M dzdya,, dF; = ”—8"\%7? dxdya,.

6. a) poJso(a, +a,) Wb/m?; b) —p,Jsoa, Wb/m?.

(oJoa)a, z< —a
7. [Blooy:) = —(todoz)ay —a<z<a
—(podoa)a, z>a.

8. [Bloo,) = — %I((ﬁ—&-z 575 A Wbh/m?.

9. a) D =10"%a,C/m?, E ~ 36000ma.V/m;
b) D =10"%a,.C/m?*, E ~ 90007a.V/m.

4dmegr? r<a
10. D:%ar partout; B = ¢ {ges a<r<b
dme,r? r>b

11. a) H=0.1a, A/m, B = 47 x 1078a, Wb/m? ;
b) H=0.1a, A/m, B =41 x 107%a, Wb/m?.



Chapitre 3

Les lois de Maxwell

3.1 Introduction

Les lois de Mazwell, au nombre de quatre, sont les équations qui définissent entiérement
le comportement de 1’électromagnétisme, autant dans le cas statique, quasi-statique que
pour les signaux variant dans le temps. Elles ont été formulées dans un traité publié
autour de 1867. Lord James Clerk Maxwell a dérivé les expressions des observations des
expériences de Michael Faraday datant de 1831 d’une part, et d’une combinaison des
résultats de Hans Oersted et d’ André Ampere d’autre part.

Ces lois, malgré les bouleversements dans ce domaine par la théorie de la relativité,
restent toujours valides intégralement dans toutes circonstances entourant les ondes élec-
tromagnétiques. Petite anecdote en passant, Albert Einstein avait deux portraits dans son
bureau de Princeton : celui de Newton et celui de Mazwell! C’est dire toute 'estime qu’il
vouait a ces deux scientifiques.

Les deux premiéres équations de Mazwell sont aussi connus sous les noms de ces pion-
niers de I’électromagnétisme : Faraday et Ampére. Elles sont les deux principales & partir
desquelles il est possible de déduire toutes les autres et de 1a, tout I’électromagnétisme du
cas statique au rayonnement par les antennes.

3.2 Loi de Faraday

L’équation de Faraday constitue la premiére équation, elle découle de la découverte ex-
périmentale de Michael Faraday en 1831. Un champ magnétique variant donne naissance
a un champ électrique. L’expérience consistait a mesurer le voltage aux bornes d’une (ou
plusieurs) boucle de fil placée dans un champ magnétique. Une force électromotrice fem
apparaissait dés que la boucle changeait d’aspect ou dés que le champ magnétique variait
dans le temps.

Sous forme mathématique, la loi de Faraday s’écrit :

féE-dl:—%//SB-ds (3.1)
Them
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as

FI1GURE 3.1 — Illustration de la loi de Faraday.

ou S est la surface délimitée par le contour fermé C tel que cela apparait a la figure 3.1
Comme pour tout champ, I'intégrale de B traversant une surface est nommé le flux.
Le flux magnétique [V]; exprimé en Webers est défini comme :

0], = //SB-dS. (3.2)

L’équation 3.1 indique que toute variation du flux magnétique provoque une force
électromotrice associée a un champ électrique E. Voici quelques points intéressant ou a
considérer :

e On doit observer la régle de la main droite pour choisir le sens d’intégration du
parcours et le sens de la normale a la surface.

e Toute surface S délimitée par C convient pour faire le calcul du flux magnétique® ;
le résultat n’en sera pas affecté. On a alors avantage a réfléchir sur le choix de la
surface car certaines pourront faciliter le travail.

e Le signe négatif vient de la loi de Lenz qui dit que la fem est telle que le courant
produit tend a s’opposer au changement du flux magnétique qui I’a engendré. Un flux
entrant et augmentant dans le temps induit une fem qui produit un flux sortant ;
un flux entrant et diminuant dans le temps induit une fem qui produit un flux
entrant.

e Si le parcours C est constitué de plusieurs tours de fil — NV tours — alors la surface S
prend 'allure d’une hélicoide comme sur la figure 3.2 (N = 2), le flux est coupé N
fois par la surface et la fem s’en trouve multipliée par N comparativement a celle
produite par un seul tour :

fem = — N (3.3)

Ce principe est largement utilisé en électrotechnologie pour la construction des trans-
formateurs, des génératrices (ou moteurs) par exemple. On s’en sert aussi pour les
mini-antennes boucles dans les récepteurs radio.

'En effet, pour avoir une intégrale de surface dépendant uniquement des limites, il suffit que la diver-
gence de I'intégrande soit nulle. On verra plus tard que V - B = 0.
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FIGURE 3.2 — Principe de la boucle constituée de 2 tours.

Exemple 3.1

YA

o © ece o o BP0
© ® ® © ©® o |
© ©®© ® © ©® 0 |
© ©®© ® © ©® 0 |

0 i -

0 a

FI1GURE 3.3 — Parcours rectangulaire dans un champ d’induction variant.

Soit un champ d’induction B = B, coswt a, ou B, est une constante.

» Exprimez la fem induite sur le parcours rectangulaire illustré a la figure 3.3
dans le sens anti-horaire.

La surface choisie est la portion du plan zy a l'intérieur du cadre. L’unité
différentielle de surface est donc dS = dx dya. en accord avec la régle de la
main droite. Donc;

b a
v = //B'dS:// B,coswta, -drdya,
S o Jo

= abB, coswt

Evidemment, le résultat aurait pu étre déduit rapidement car le champ est
uniforme dans la surface d’aire ab. La fem induite sur le parcours est :

v
fem = —C;—t = —%(abBo cos wt)

= abB,w sinwt .

» Une boucle conductrice épouse le parcours; elle est ouverte pour brancher un
voltmétre, que lira-t-on.
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Le voltmeétre a une impédance élevée (idéalement infinie). Ainsi, aucun courant
ne devrait circuler dans la boucle susceptible d’induire un champ magnétique
secondaire et la tension lue correspondra a la valeur efficace de la fem initiale :

Ve (1) = abBow/\/§.

Exemple 3.2

yh ® ® ® ® ® ®
B = Boaz
® ® ® ® ® ®
Vo
® ® @T ® ®
b4
® ® ® o ‘Q ® rail mobile
__/
® ® ® ® ® ®
AC
® ® ® ® ® ®
0 f -
0 a T

FIGURE 3.4 — Boucle rectangulaire & aire variable dans un champ d’induction constant.

Une boucle rectangulaire est formée de trois coté fixes fait d’un excellent
conducteur, et d'un rail mobile qui glisse latéralement sans friction sur les
deux colatéraux a une vitesse fixe v,. Ce rail posséde une résistivité R. Le tout
forme un parcours rectangulaire dont 1’aire varie dans le temps, placé perpen-
diculairement dans un champ d’induction statique B = B,a,. La figure 3.4
montre la géométrie du probléme au temps ¢ = 0.

» Exprimez la fem induite sur le parcours dans le sens anti-horaire sans consi-
dérer 'effet magnétique produit par le courant qui circule dans la boucle.

Encore ici, la surface est le plan xy a l'intérieur du cadre d’ou dS = dxdy a,.
Comme le champ est statique, la variation du flux dans le temps sera causée
par le fait que la surface change. On obtient :

b+vet
v = / / B, dx dy

= aB,(b+ v,t)
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puis,

fem = —%(aBo(b—i-vot))

= —aB,v, .

» Exprimez le courant Ip,,.. et dites si une force extérieure est nécessaire pour
maintenir la vitesse du rail mobile constante.

fem —aB,v,

R R

I boucle —

Le courant Ippyuee circule dans le sens horaire, passant de gauche a droite (a,)
dans le rail mobile. Une force magnétique agit sur le rail. Selon (2.9), cette
force est orientée vers le bas (—a,), s'opposant donc au mouvement du rail tel
que prévu par la loi de Lens. Une force extérieure doit étre appliquée :

aB,v, a’B?v,

F.,=—-F, = aB,a, = 7 a, .

3.3 Loi d’Ampére

La seconde équation de Mazwell est un peu plus compliquée. Elle provient principalement
des observations de Oersted & propos des champs magnétiques produits par les courants.
La contribution mathématique de Mazwell lui a permis d’affirmer que des champs élec-
triques variant donnent naissance a des champs magnétiques. Ce dernier a d’ailleurs prédit
longtemps avant que le phénomeéne soit observé, la propagation des ondes électromagné-
tiques. La loi d’Ampeére sous la forme intégrale, s’écrit ainsi :

jﬁH'dl:[I]er%//SD-dS (3.4)

ol S est une surface délimitée par le contour fermé C.

Cette équation ressemble a celle de Faraday sauf qu’il y a deux termes a droite de
I’égalité. Cette différence provient du fait qu’il existe un courant électrique mais pas de
courant magnétique. On peut pousser plus loin et se demander pourquoi. La réponse : les
charges magnétiques isolées n’existent pas et ne se déplacent pas non plus, par conséquent.
Pour ajouter a la ressemblance, on utilise I’analogie jusqu’a dire que fc H - dl est la force
magnétomotrice fmm.

Le terme [I]; représente le courant di au mouvement des charges électriques passant
au travers la surface S. Ce courant peut étre de conduction dans un conducteur ou de
convection par un nuage de charges dans l'espace. Il ne peut étre lié aux phénomeénes
de polarisation ou de magnétisation dans le matériau car l'effet de ces phénomeénes est
considéré implicitement dans les définitions de D ou H respectivement.
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Le second terme de droite d( [ D -dS)/dt représente aussi un courant — il le faut afin
de respecter le bilan d’unités avec le premier terme de courant — mais différent de celui
auquel on est habitué. Il s’agit encore une fois de I'intégrale d’'un champ traversant une
surface et donc d’un flux. Le flux électrique V¥, est défini d’une maniére analogue aux flux

0., = //SD-dS. (3.5)

Puisque le champ D est en C/m?, le flux est en Coulombs. Une variation de flux corres-

magnétique :

pond donc a une variation de charge électrique : ¢’est un courant. En conséquence, tout
courant, peu importe sa source (qu’il soit de conduction, de convection ou de déplace-
ment), produit un champ magnétique.

Il faut cependant suivre quelques régles pour déterminer la valeur de la force magné-
tomotrice fmm avec I’équation (3.4) :

e les intégrales de surface sont évaluées en accord avec la régle de la main droite
exposée auparavant; la normale & la surface est orientée selon le sens choisi du
parcours C ;

e les surfaces S de chaque membre de droite doivent étre absolument identiques®;
cependant toute surface quelconque délimitée par le parcours fermé C convient .

Si on suppose un courant de conduction, [I.]s, il peut provenir autant d’un courant
filiforme, de surface, de volume ou d’une combinaison de ceux-ci. Formulé a partir de la
densité de courant volumique, le courant de conduction vaut :

0, = //S J.-dS . (3.6)

De plus, sachant que le champ de déplacement et la densité de courant de conduction sont
intimement liés au champ électrique via la permittivité et la conductivité selon (2.19) et
(2.14) respectivement, I’équation d’Ampere devient :

]iﬂ-dl://gaE-ds+%//SeE-ds. (3.7)

Exemple 3.3 ‘

Soient les champs

H(t) = +H,0(t T \/iiez)a,
E(t) = /EH(t F uez)a,

ou §(-) représente la fonction impulsion.

}pourz%()

Comme on verra plus tard, il s’agit des champs d’une onde électromagnétique
plane et uniforme a toutes les fréquences, qui n’a qu'un seul front d’onde. On

20n rappelle que la divergence de I'intégrande doit étre nulle pour avoir le choix de la surface. Dans
ce cas ci, on a plutot V - (J +dD/dt) = 0.
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peut d’abord remarquer qu’une telle onde se déplace dans la direction z+ si
z > 0 et z— si z < 0. Pour bien le voir, il faut tracer 'amplitude d’un des
champs au temps ¢ = 0 puis & un temps ¢, > 0 pour différentes valeurs de z.

» Exprimez le courant produit par le mouvement des charges a l'intérieur de la
section rectangulaire limitée par les points (0,0,0.2), (0,1,0.2), (0,1, —0.2) et
(0,0,—-0.2).

Pour commencer, on isole la composante du courant de conduction :

L), = //SJ-dS: ?iH-dl— %//Sp-ds

Les termes de droite peuvent étre évalués séparément :

0.2

o @ dvay) + [ [H(E = Fe)] gy (~dza.)
0.2 0 Y= I e e
0

0
[ Hb i egay (—dzad) + [ b ViRl o (—dye,)

1
—0.2 0
0

0 0.2
[ s e, e (zan) + [ (S i), ey (dza)
y_OT Y= 0 s

—0.2 0
0

]iﬂ-dl = /Ol[Hgé(t—\/Ez)}x

= H,0(t—0.2\/p€e) + 0 + 0 + Hy(t —0.2/pe) + 0+ 0
= 2H,0(t — 0.2\/p€)

et, sachant que dS = dydz(—a,) :

//S pois = [ / VAEH Dt + /lie2)],_q @ - (~dydza,)
+ / / VAEH(t — \/E2)), g a. - (~dydza,)

—  JueH, (/_22 5(t + \fez)dz + 00'2 5t — \/ﬁz)dz>

_ = u(t 4 \/piez) 0 u(t — \/Ji€z) 02
= TV <[ VHe L=0.2+ { —VHe L:o)
= H,(u(t —0.2y/pe) — u(t) — u(t) + u(t — 0.2,/ue))

et ainsi :
_ccllt // D-dS = —2H,(t) + 2H,0(t — 0.2\/pe) .
s

Finalement, le courant de conduction passant au travers la surface vaut :

1], = 2H,0(t) .
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Il est intéressant d’interpréter ces derniers résultats. On s’apergoit selon 1'ex-
pression de [ ]s, que le courant de conduction est responsable de I'émission de
I'onde électromagnétique en produisant une impulsion au temps t = 0. C’est
en quelque sorte, une source s(t) placée dans la plan z = 0 variant temporel-
lement qui produit l'onde. Cette impulsion se propage dans le milieu avec une
vitesse finie car elle est pergue en un instant ¢ = t, plus tard sous la forme
d’un champ électrique et d’'un champ magnétique pour tout point des plans
2z = £z, lesquels se situent a égale distance du plan z = 0. La relation entre
le délai t, et la position z, dépend de la vitesse de propagation de I'onde. On
vérifie facilement que pour cet exemple, la vitesse de propagation, notée plus

tard v,, vaut :
2o Zo 1

T, T Vhew  Jme

Si le milieu est le vide, on prends € = €, et u = u,. Avec les valeurs de ces

constantes, on trouve alors que v, = ¢ ~ 3 x 108 m/s la vitesse de la lumiére
dans le vide!

On remarque aussi que la forme temporelle de 'amplitude des champs observés
a une certaine distance reproduit celle de la source nonobstant le délai de
propagation. En fixant le temps et en observant cette fois suivant 'axe z, la
forme spatiale de 'amplitude des champs observés ressemblerait a la forme
temporelle de la source inversée i.e. s(—t).

Finalement, on note que 'amplitude des champs ne décroit pas en fonction de
la distance z car la source a une dimension infinie (ce qui n’existe pas dans la
réalité). Cette onde est dite uniforme.

3.4 Equation de continuité

L’équation de continuité est une équation supplémentaire aux équations de Mazwell qui
fait le pont entre les charges et le courant. On 'appelle aussi la loi de conservation des
charges. On ne peut démontrer I’équation de continuité qu’en assumant que physiquement,
les charges électriques ne peuvent disparaitre. Si la charge nette a I'intérieur d’un volume
varie, c’est que des charges ont quitté ou sont entrées dans le volume. Le signe des charges
et le principe de superposition des charges sont considérés dans I’équation de continuité.

On présente la loi de conservation des charges avant les deux derniéres équations de
Mazwell, parce qu’elle intervient dans la démonstration de I'une des deux.

Selon cette loi, le courant produit par le mouvement des charges au travers une surface
fermée .S doit correspondre au taux de décroissance de la charge dans le volume V' délimité
par la surface fermée S — cette charge est notée [Q

"
féJ-dsz—%///vpdv. (3.8)

-
Qv
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Une charge positive qui quitte le volume crée un courant positif de conduction ou de
convection — le terme [I]; a été employé précédemment pour désigner ce type de courant.
En méme temps, la charge contenue dans le volume a diminué d’otu le signe négatif.

J

FIGURE 3.5 — Principe de la conservation des charges.

On note que [@Q]y peut étre une charge ponctuelle, provenir d'une densité linéique,
surfacique, volumique de charges ou encore une combinaison de tous ces modes. La figure
3.5 schématise le concept physique.

3.5 Equations de Gauss

Les équations de Gauss se dérivent directement des équations de Faraday et d’Ampére en
prenant une surface fermée. Si les deux premiéres font appels a des intégrales de ligne des
champs électrique et magnétique sur des parcours fermés, les deux derniéres équations de
Mazwell sont des intégrales de surfaces fermées.

On sait qu'une intégrale sur une surface fermée donne le bilan du flux émanant du
volume délimité par la surface. Elle indique donc la présence d’une source si positive, ou
d’un absorbant si négative. Dans le cas présent, l'intégrale est reliée aux charges qui sont
sources de flux électrique ou de flux magnétique.

dSs

dsS;

FI1GURE 3.6 — Deux parcours d’intégration de sens opposés délimitant une surface fermée.

Pour la démonstration, on considére deux parcours C; et Cy identiques mais se par-
courant dans des sens opposés comme sur la figure 3.6. Ils délimitent chacun des surfaces
différentes S; et Sy. Les deux surfaces mises ensemble forment donc une surface “patatoi-
dale” fermée.
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3.5.1 Charges magnétiques

En équation, cela revient a dire, a partir de Faraday, que :

E-dl=—-¢ E-d (3.9)
Cl T C2

car ce sont les mémes parcours mais qui sont parcourus dans des sens opposés. De la, on
a :

E . -dl + E.dl =

0
C1 Co
0:1// B-ias+ L[] B.as
dt | Js, dt | /s,

/ B-dS —/ B-dSs .
S1 S2

On peut tirer deux conclusions dont 'une a des conséquences directes avec la troisiéme

équation de Maxwell :

e Méme si S; et Sy sont des surfaces différentes mais délimitées par un méme parcours,
le résultat reste inchangé, nonobstant le signe — qui origine du sens opposé et du
respect de la régle de la main droite. Cela indique bien que la surface n’a pas
d’importance quand vient le temps de choisir pour résoudre les membres de droite
des équations de Faraday et d’ Ampére;

e D’autre part :

d
— B.-dS =0
dt Js—g +s,

7{ B .dS = cte.
S§=51+52

Il reste a déterminer la valeur de cette constante. Or, I'intégrale fermée du flux magnétique

ou encore

informe sur la présence de charges magnétiques isolées a 'intérieur. Comme il n’existe pas
de monopole magnétique, alors il semble logique de prendre la constante égale a zéro :
toutes les lignes de flux sortant du volume par une partie de la surface entreront par
d’autres parties de la surface. Les charges magnétiques sont des élements de courant né-
cessairement associés a des boucles de courant. Une charge magnétique est par conséquent
un dipole constituée a la fois d’une borne positive et d’une borne négative — les podles sud
et nord. De plus aucune expérience n’a pu démontrer le contraire en isolant un monopdle
magnétique. La troisiéme loi de Mazwell et loi de Gauss magnétique dit que le bilan de
flux magnétique émanant d’une surface fermée est toujours nul. Elle s’énonce ainsi :

fB-dS:O. (3.10)
S
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3.5.2 Charges électriques

Comme il a été fait avec I’équation de Faraday, on reprend les deux contours fermés C;
et Cy identiques mais parcourus dans le sens opposé. La surface fermée S de la figure 3.6
est obtenue en prenant les deux surfaces quelconques S; et S, délimitées par les deux
contours. On obtient :

H -dl + H-dl = 0
Cl CQ

0 = 7{ J - dS + i D . dS
S=5145 dt Js—s,+s,

d
—j{D-dS_—]{J-dS. (3.11)

Ainsi, le courant de déplacement émanant d’une surface fermée est égal au courant du
aux charges quittant le volume délimité par la surface fermée. Or, la loi de conservation
des charges indique justement comment le courant I(t) est lié a la variation de la charge
électrique par unité de temps :

]iJ-dS = I(t) = " d[fi]v (3.12)

Partant de (3.11) et de (3.12), on déduit immédiatement la derniére équation de Mazwell :

}{D.ds — Q. (3.13)

La charge [Q]y exclut les phénoménes de polarisation qui sont pris en compte implicite-
ment dans la définition de D.
Formulée en terme de densité volumique, on obtient :

jiD-dS = /Vpdv. (3.14)

La seconde loi de Gauss sur le champ électrique indique simplement que le bilan du flux de
déplacement émanant d’une surface fermée est égal a la charge contenue dans le volume
délimité par la surface.

Cette loi de Gauss permet d’expliquer la continuité du courant au travers un conden-
sateur pour un signal variant dans le temps. Avec une surface fermée autour d’une seule
plaque d’un condensateur, on fait le lien entre le courant de déplacement et le courant de
conduction. Selon (3.11) appliquée a la surface fermée S de la figure 3.7, on a :

%fi D -dS = i(t) (3.15)

ou i(t) représente le courant fourni par la source et entrant dans le condensateur. En
supposant que le champ D = eF est normal et uniforme entre les deux plaques de surface
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Condensateur

FIGURE 3.7 — Surface fermée autour d’une plaque d’'un condensateur.

A, en négligeant aussi les effets des bords, on peut exprimer le coté gauche de (3.15)

ainsi® :

d dE .
Exemple 3.4
Az
Y
dS IS
Q(t)
C Y

x
FIGURE 3.8 — Courant sur un fil semi-infini partant d’une charge Q(¢) a l'origine.

Soit une petite sphére chargée qui se décharge au travers un courant constant
I tel que montré a la figure 3.8. La charge de la sphére varie dans le temps

_ 4@
selon I = -

» Exprimez la force magnétomotrice produite le long d’un parcours circulaire C

de rayon r centré sur la petite spheére.

On commence par vérifier s’il est plus simple de trouver le champ H produit
par le courant sur le fil semi-infini, et de l'intégrer sur le parcours®; ou de

30n retrouve facilement la relation v — 4 aux bornes a — b d’un condensateur sachant que f; E-dl =

Vap = E d ou d est 'espacement entre les plaques. Le relation entre le champ électrique et la différence
de potentiel sera montrée au prochain chapitre. Ainsi, on a I(t) = % %.
4En remplagant les bornes de l'intégrale de I'exemple 2.4 par 0 & co, on trouve H(z = 0) = ﬁa(ﬁ;

puisque dl = rdpag, on déduit rapidement fmm = %
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trouver les courants de conduction et de déplacement passant par une surface
S délimitée par C. Les deux maniéres sont bonnes mais on choisira ici la

fmm = [Ic]er%//SDdS.

On prend comme surface I’hémisphére supérieure pour faciliter le traitement

seconde :

qui suit.

e D’abord, le courant dii au mouvement des charges se limite & celui de
conduction :

[I]s =1
puisqu’il passe au travers S.

e La détermination du courant de déplacement nécessite la connaissance
du flux électrique. Partant de la loi de Gauss, on utilise les déductions
suivantes :

— avec deux hémisphéres — inférieure et supérieure qui forment ainsi
une surface fermée — le flux électrique est égal a () selon la loi de

Gauss® ;

— les deux hémisphéres sont identiques ; donc le flux traversant chacune
d’elles vaut la moitié i.e. :

//SD-dS:%.

— la dérivée par rapport au temps du flux traversant la surface S com-
binée a la loi de conservation des charges donne donc :

d 1dQ 1
[ DdS=-"2=__T
il S

La fmm est ensuite déduite en substituant les équations des courants :

1 I
=7 - -] =—.
fmm 5 5

On aurait trouvé un résultat identique en prenant 1’hémisphére inférieure.
Dans ce cas, il n’y a pas de courant de conduction qui passe au travers de
la surface et le courant, par le champ de déplacement, change de signe pour
respecter la régle de la main droite.

511 est intéressant de noter que l’expression du champ F produite par une sphére chargée s’obtient
facilement : §sphére eE,. dS = 4nr?eE, = Q donc E = ﬁaT
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3.6 Formes différentielles

Les formes différentielles des quatre® équations de Mazwell permettent de voir ce qui se
passe en un point particulier de I’espace. Leur utilité apparaitra pour spécifier que toute
variation spatiale d’un champ — qu’il soit électrique ou magnétique — en un point de
I’espace, entraine 1’existence et la variation temporelle de 'autre champ au méme point
de V'espace. On verra que le comportement des champs électrique et magnétique sont
intimement liés en chaque point. Ils ne sont dissociés qu’en régime statique. D’ailleurs, on
appellera champ électromagnétique, le couplage constitué d’un champ électrique et d’un
champ magnétique variant temporellement.

Des formes intégrales, en s’appuyant sur les théorémes de Stokes et de Green vus pré-
cédemment, découlent les équations sous formes différentielles. Elles ne sont pas vraiment
pratiques lorsque prises séparément ; ¢’est pourquoi elles sont présentées en bloc dans cette
section.

Le théoréme de Stokes sert pour amener les équations de Faraday et d’Ampére de la
forme intégrale a la forme différentielle de la méme maniére que (1.26) devient (1.36).
Voici I’équation de Faraday :

dB
E - - — 1
V x - (3.16)
et d’Ampere :
dD

Quant a celles de Gauss, le théoréme de Green permet de faire le passage comme de (1.37)
vers (1.45) :

V-D = p (3.18)
V-B = 0. (3.19)

On se sert encore du théoréme de Green pour exprimer I’équation de continuité sous
la forme différentielle :

d
V-J=——p. 3.20
o (3.20)

On aurait pu trouver la forme différentielle de I’équation de continuité en partant de celle
de Faraday avec 'aide de celle de Gauss pour charge électrique. Il faut toutefois savoir au
préalable que la divergence d'un rotationnel est toujours nulle d’ott :

V.-VxH =0 = V-(dd—lt)—i-J>

V.-D+V.-J.
——"
P

4
dt

C.Q.F.D.

6Le nombre 4 s’explique ainsi. Selon le théoréme de Helmholtz, tout champ vectoriel peut étre généré
par un potentiel scalaire ® et un potentiel vecteur A ; ou encore, on doit connaitre la divergence et le
rotationnel de tout champ vectoriel pour le déterminer. Comme, on désire connaitre les champs F et H,
il faudra donc 4 équations soit la divergence et le rotationnel de chacun des champs.
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3.7 Conditions aux limites

Dans la grande majorité des problémes d’électromagnétisme, on est confronté a plusieurs
milieux. Il faut savoir comment réagissent les champs a la frontiére entre différents mi-
lieux : certaines composantes sont continues en ce sens que leur valeur est identique d’un
cOté ou de l'autre de la frontiére ; d’autres composantes sont cependant discontinues; la
discontinuité dépend de la présence d'une densité surfacique de charges ou d’un courant
surfacique. On pourrait ajouter que les problémes les plus intéressants font appel a ces
conditions aux limites d’ott leur grande importance.

Des exemples du role des conditions aux limites : la réflexion ou la transmission des
ondes électromagnétiques (optiques ou autres) a I'interface sur un matériau, la distribution
des champs dans une structure tels un condensateur, un cable et méme une antenne.

milieu #1 milieu #1

Smi

milieu #2 milieu #2

(a) (b)

FIGURE 3.9 — Géométries pour conditions aux limites avec surface de séparation entre deux
milieux.

La figure 3.9 montre les géométries considérées pour I'étude des conditions aux limites.
La surface de séparation entre les deux milieux est assumée comme étant localement plane.
Aucune supposition concernant les propriétés respectives des matériaux n’est prise afin
d’obtenir des relations générales. Un parcours d’intégration fermé rectangulaire Cy (a) est
déterminé, de méme qu’une surface fermée Su (b).

Pour le parcours tout comme pour la surface, une moitié se situe dans le milieu #1
et I'autre moitié dans le milieu #2. Sur les segments (¢; et ¢5) du parcours ainsi que sur
les aires (Sm; et Smz) de la surface qui sont paralléles au plan de séparation, on assume
des champs uniformes. Cette supposition s’avére de plus en plus exacte en faisant tendre
¢ =/{15 ou Sm = Sm,, vers des dimensions infinitésimales.

On fait ensuite tendre § vers “0” afin de rendre :
o la surface Sy délimitée par C¢ nulle;
e le volume Vg délimité par Sg nul.

Les champs qui interviennent dans les relations des conditions aux limites sont mesurés
de part et d’autre de la surface de séparation.
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3.7.1 Composante tangentielle du champ électrique

La composante tangentielle correspond a la partie du vecteur du champ en question qui
est paralléle & la surface de séparation. Pour se fixer les idées, si le plan de séparation est
z = 0, alors les composantes en z et en y sont toutes deux tangentielles.

Pour obtenir la condition aux limites de la composante tangentielle du champ électri-
que, on applique I'équation de Faraday sur le parcours C¢ défini ci-dessus :

lim E-dlz—hmi/ B-dS (3.21)
t )/,

6—0 Co 6—0

Il est évident qu’avec une surface Sy quasi-nulle, le terme de droite devient lui-méme
nul. Le terme de gauche se limite aux intégrations sur les segments ¢, et {5 qui ne font
intervenir que les composantes tangentes a la surface a cause du produit scalaire. Si ¢ est
assez court, les champs sont uniformes, d’ou :

0 = E,-a,d + | Ey-(—a,)dl (3.22)
Zl 42

= Eng - EH2€ (3‘23>

avec a, = as X @y, un vecteur unitaire pointant dans la direction du segment ¢; donc
paralléle a la surface de séparation. I en ressort que les composantes tangentielles du
champ électrique au plan de séparation, notées F), dans le milieu #1 et Ej, dans le
milieu #2, sont continues : leur valeur doit étre la méme de part et d’autre de cette
surface i.e.

By, = Ey, (3.24)

ou encore

EHl - E||2 =0. (3'25)

Ecrite de facon vectorielle, la condition aux limites de E devient :

x (Ey — Ey) = 0. (3.26)

3.7.2 Composante tangentielle du champ magnétique

On proceéde ici de la méme maniére mais & partir de I’équation d’Ampere :

lim H-dl = —lim // (— + J) -dS (3.27)
6—0 Co 0—0

Cette fois, lorsque la surface S¢, tend vers zéro, le terme de droite ne devient pas forcément
nul car il peut exister un courant de surface J, sur la surface de séparation. Ainsi, le terme

lim // (— + J) -dS = J /- a, . (3.28)
6—0

de droite vaut :
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Quant au terme de gauche, il se limite toujours a l'intégration sur les segments ¢; et ¢
sur lesquels les champs sont uniformes. Il faut, par contre, porter davantage attention car
le résultat est vectoriel comme le montre le résultat du terme de droite. D’ot :

H, - a,dl + H, (—a,)dl = J/-a; (3.29)
fl 52
/asxan-(Hl — Hy)dl = as-J L (3.30)
¢
as;-a, x (Hy — Hy) l = as-Jl. (3.31)

La derniére égalité nécessite 'application d’une identité vectorielle & savoir : (v Xvq)-v3 =
v - (V2 X v3). La condition aux limites de la composante du champ magnétique au plan
de séparation ne doit s’utiliser que vectoriellement & moins de bien comprendre ce que
I'on fait. Elle s’exprime comme suit :

a, x (H, — Hy) = J, . (3.32)
T

Les composantes tangentielles du champ magnétique au plan de séparation sont discon-
tinues avec la présence d’'un courant de surface ; la discontinuité dépend de I'importance
du courant de surface. Il serait possible d’écrire la condition aux limites sous la forme
scalaire, mais s’en servir est un jeu dangereux. La voici, & titre indicatif seulement :

H”l - H||2 - JS .

3.7.3 Composante normale du champ d’induction

La composante normale correspond a la partie du vecteur du champ qui est normale &
la surface de séparation. Si le plan de séparation est z = 0 alors, la composante en z est
la seule normale. Quoiqu’il s’agisse d'un exemple, le lieu des composantes tangentielles a
toujours deux dimensions (un plan) tandis que celui des normales n’en a qu’une.
La condition aux limites de la composante normale du champ d’induction s’obtient de
I’équation de Gauss sur la surface Sg définie auparavant :
(lsim B-dS =0 (3.33)

—0 S-
Il est évident que l'intégrale de surface se limite aux deux surfaces paralleles au plan de

séparation Sg; et Smo qui sont, par ailleurs, égales en superficie. Comme les champs sont
uniformes sur ces surface, le membre de gauche devient :

Sm1 Sm2
— B.,Sa — B.,5 . (3.35)

En conséquence, la composante normale du champ d’induction au plan de séparation,
notées B, , dans le milieu #1 et #2 respectivement, est continue. La condition aux
limites de B s’écrit :

B, —B,=0 (3.36)
ou vectoriellement :
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3.7.4 Composante normale du champ de déplacement

Il est facile de déduire que la derniére loi de Maxwell — celle de Gauss sur les charges
¢lectriques — servira pour établir la condition aux limites sur la composante normale du
champ de déplacement. La surface fermée Sg servira aussi comme dans la sous-section
précédente.

Cependant, lorsque ’épaisseur du volume 0 tend vers zéro, la charge a l'intérieur du
volume infinitésimal peut étre non-nulle s’il s’agit d’une densité surfacique de charges
présent a la surface de séparation. Donc :

lim ¢ D-dS = p.Sa . (3.38)
6—0 S.

L’intégration du terme de gauche sur les surfaces paralléles au plan de séparation Sm; 2,
égales en superficie et sur lesquelles les champs sont uniformes, donne :

DLl‘S’I — DLQSI = pSS. . (339)

Contrairement a la condition aux limites de la composante du champ d’induction, la
condition aux limites du champ de déplacement peut trés bien s’utiliser sous forme scalaire
car le résultat est un scalaire. Elle s’écrit alors :

DL1 — DLQ = Ps - (340)

ou vectoriellement :

a,- (D, — Ds) = p, . (3.41)

La composante normale du champ de déplacement ne sera continue qu’en ’absence de
charges surfaciques sur la surface de séparation.

3.7.5 Résumé des conditions aux limites

milieu #1
e I B D,
— »
E 8 HHQ .BLQ +-:+ps
l12 J, D
milieu #2

FIGURE 3.10 — Composantes des champs & I'interface entre deux matériaux quelconques.
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En résumé, les quatre conditions s’expriment comme suit :

a, x (B, — Ey) = 0 (3.42)
a, x (H, — H>) s (3.43)
a, (Bi — By) = 0 (3.44)
an- (D1 — Dy) = p,. (3.45)

Le vecteur unitaire a,, est normal & la surface de séparation. L’indice des champs corres-
pond au milieu dans lequel les champs sont mesurés, et ce juste au niveau de la surface
de séparation.

3.7.6 Propriétés supplémentaires

Il est important de rajouter qu’en pratique un courant de surface n’est rencontré que sur
un conducteur parfait. Il en va de méme pour les charges surfaciques. Cela s’explique
facilement car pour obtenir un courant ou des charges sur une surface infiniment mince,
les charges doivent étre libres. Idéalement, il faut donc une conductivité infinie pour avoir
une mobilité des charges avec entiére liberté. On considére toutefois quun bon conducteur
ayant une conductivité élevée mais finie (0 3>), est assimilable & un conducteur parfait
tant que la perte d’énergie provenant de l'effet Joule reste faible devant I’énergie contenue
dans les champs. Le rapport maximal toléré entre les deux niveaux d’énergies, dépend du
degré de précision sur la valeur des champs que l'on désire. En pratique, les charges et
courants sont toujours répartis dans des volumes non infinitésimaux. Les courants sont
donc toujours volumiques et les quantités surfaciques ou linéiques n’existent formelle-
ment pas. Il s’agit cependant d’approximations qui peuvent s’avérer trés pratiques pour
simplifier les problémes mathématiques lorsque les volumes en jeu sont trés petits. Ces
approximations sont similaires a l'utilisation de I'impulsion de Dirac pour représenter une
grande quantité dans une dimension infinitésimale qui n’est jamais en réalité totalement
nulle. Le cas des conducteurs parfaits est une telle approximation. Si d’autres situations
supposant 1'utilisation de tels courants ou de telles charges sont nécessaires, elles seront
mentionnées clairement.

Une autre propriété apparait pour des conducteurs parfaits, soit ’absence de champ
électrique a l'intérieur. L’explication est la suivante : avec une conductivité infinie ¢ — oo,
la densité de courant — et le courant par conséquent — deviendrait infinie ce qui n’est pas
possible. Il en résulte que le champ F dans un conducteur parfait doit étre nul”. Encore
une fois, un bon conducteur posséde cette propriété si I’observation du champ se fait & une
distance plus grande — selon la précision voulue — que la profondeur de pénétration 6,
laquelle sera définie plus tard. On peut aller plus loin et dire qu’il n’existe aucun champ
variant dans un conducteur a cause du couplage entre les champs électromagnétiques.

"Cette conclusion est tirée de (2.14) J = o E, avec o — oo et une densité J finie (méme nulle selon la
premiére propriété énoncée car uniquement J, existe).
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Dans certains matériaux ferromagnétiques, la perméabilité relative u,. est trés grande,
ce qui permet de poser en premiére approximation que yp, — oo — ils seront appelés des
conducteurs magnétiques parfaits. Comme le champ d’induction B ne peut étre infini, il
faut donc que le champ magnétique H soit nul dans le matériau.

a,
H,
*——»
) ++
Js Ps

FI1GURE 3.11 — Composantes des champs incidents sur un conducteur.

En appliquant les conditions aux limites, on a :

e sur un conducteur électrique :

Le champ E au niveau de la surface de séparation dans l'autre milieu (le #1)
arrive toujours perpendiculairement & cette surface; le champ H, si variant, est
tangentiel et responsable de la création d'un courant de surface. La figure 3.11
démontre l'incidence des champs sur un conducteur.

anxE, = 0 (3.46)
a, x H, = J, (3.47)
a,-B, = 0 (3.48)
a, D, = p, (3.49)

Les conditions aux limites sont dites dures® — en opposition & molles — lorsque 1'un
des deux milieux est un conducteur électrique. On rencontre fréquemment cette
situation, d’otl son importance.

e sur un conducteur magnétique :

Le champ H dans 'autre milieu (le #1) est toujours perpendiculaire a la surface
de séparation.
a,x H =0 (3.50)

Un matériau diélectrique parfait posséde une conductivité nulle ; le courant, volumique
ou surfacique, ne peut circuler. De plus, aucune charge libre sauf si le diélectrique est io-
nisé en surface. A I'interface d'un diélectrique, les conditions aux limites s’appliquent en
prenant les densités J et, normalement, p; nulles. Par contre, les champs électromagné-
tiques pénétrent tres bien. L’analyse par le champ électrique montre que sa composante
tangentielle conserve la méme valeur, mais la composante normale change dans le rapport
des constantes diélectriques des deux milieux — ce sont les composantes normales de D »

8Le terme provient de la réflexion d’une onde sur une corde. Si la corde est solidement attachée & un
mur, elle ne peut bouger et I'onde réfléchie doit étre a 180° . La réflexion est dite dure.
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qui sont continues. Ceci améne directement le phénomeéne de changement d’inclinaison
d’une onde électromagnétique (optique autant que radio) passant par une lentille de verre

a

FIGURE 3.12 — Représentation des champs dans la section d’un cable coaxial.

par exemple.

FI1GURE 3.13 — Charges, différence de potentiel et courants dans un céable coaxial.

Rien de mieux qu’'une image tirée d'un exemple connu pour se rappeler la maniére dont
les champs doivent étre incidents sur un conducteur. Dans un céble coaxial, les champs
sont contenus entre les deux conducteurs, dans le diélectrique. Le champ électrique est
radial (E = E(r)a, en coordonnées cylindriques) et le champ magnétique est circulaire
(H = H(r)ay). On voit bien sur la figure 3.12, que le champ électrique est toujours a
angle droit avec la surface du conducteur ; et que le champ magnétique est paralléle a la
surface du conducteur lorsque r = a et r = b. Sur la figure 3.13, des charges de signes
opposés existent sur chacune des surfaces en cause des conducteurs selon la condition aux
limites sur le champ de déplacement. Une différence de potentiel apparait a cause de ces
charges, différence de potentiel dont la valeur est donnée par V,, = f: E -dl. L’application
de la condition aux limites sur la composante tangentielle du champ magnétique explique
le courant de surface qui s’en va vers la charge sur le conducteur interne et qui revient
sur le conducteur externe.
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Exemple 3.5

ZA
dielectrique g, 4€

vide g, €g

0 o

conducteur parfait
FIGURE 3.14 — Géométrie pour I'application des conditions aux limites.

Des champs électromagnétiques variants s’expriment ainsi dans la région 0 <
z < d et aun certain temps ¢ :

E, = E; sin(7x) sin(g—s)ax + Es cos(mx) cos(gji)ay + Ej3 sin(mx) cos(zz)az

4

H, = H, cos(mz) COS( )am + H, sin(mz) sm( )a,y—I—Hg cos(mzx) sin(— y Ja, .

2d 2d
L’espace est divisé est trois régions tel que sur la figure 3.14 :
e un conducteur parfait pour z < 0;
e le vide lorsque 0 < z < d;
e un diélectrique parfait ayant u = u,, 0 = 0 et € = 4¢, pour z > d.
» Déterminez pg et J, sur la surface du conducteur en z = 0 et indiquez les

termes des champs — les F; et les H; — qui doivent étre nuls & cause des
conditions dures.

Des équations (3.46) a (3.49), on déduit respectivement :

0 = a, X [E]z:()

. . T2 Tz
= [E; sin(mx)sin(=—)].=o0(a@y) + [Ea cos(mx) cos(=—)].= ( a,)
N 2d ) R 2d
0 carzn(o):o E5 cos(mx) Tar cos(0)=1

donc forcément :
E, = 0.

D’autre part, avec la seconde équation aux limites, on a :

[Js]z:O = a;X [H]z:O
= [Hi cos(m) cos(3)].- ~o(ay) + [Ha sin(r r)sin()].- o(~a.)

-~ -~

H;i cos(mx) 0
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puis, de la troisiéme :

. Tz
0 =a, - p[H].—0 = po|Hs cos(mz) sm(z)]zzo

N J/
-

0

de laquelle on ne peut rien conclure. De la derniére, on retire :

[ps]z:l) = Qa; 'EO[E]ZZO
. Tz .
= €, [F3 sin(mx) 008(7)],2:0 = €,b5 sin(nz) .
E3 S;(W]})

» Exprimez les champs dans le diélectrique E; et H 4, a I'interface avec le vide.

On reprend les conditions aux limites (3.42) a (3.45) avec z = d, ps = 0 et

J,=0:

{ [Ed,)smar = [Ey,)sma- = E1 sin(mz) car sin(r/2) =1
[EdyL:d+ = [Evy]zzd, = car By =0
[Ha,)oea+ = [Hy,]oea- = 0 car cos(m/2) =0
[deL:CH = [HvyL:d_ = H, sin(mx) car sin(mw/2) =1

tolHa,lsma+ = to[Hy.|sma- = 0 car sin(m) =0

deo[Ey | mqgr = €o|Fy.]sma- = —€,F3 sin(mx)  car cos(m) = —1 .

Exprimées sous une forme plus succincte, on aboutit aux équations :

E

[E4),—q+ = Fi sin(rz)a, — IS sin(mzx)a,
[Hy).—q+ = H; sin(nz)a,.

» Si on remplace le diélectrique par un autre conducteur parfait, donnez les
modifications & apporter aux composantes F; et H; des champs.

On doit maintenant appliquer les conditions aux limites dures & z = d. On
obtient alors :

0 = (—a.) % [El,._g- = [E, sin(r2) sin(%)]zzd(—ay)

.

~
E; sin(mx)

car Fy est déja égal a zéro. Cette expression implique maintenant que :
El - 0

Ensuite :
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[Js)=a = (—a.) x [H].—q-

Tz _ . T
= [H; cos(mx) COS(2_d)]ZZd7<_ay) + [H; sin(7z) sm(ﬁ)]z:df (a;)
‘Or Hy S;;(ﬂl’)

0 = (_az)'NO[H]zzd*
= [Hj cos(mx) sin(%z)]z:d*

N J/
-

[ps]z:d = (—a.)- 6 [E]z:d*

= |—€,E;5 sin(mx) 008(7)

z=d",

-~
€0 E3 sin(mx)

Aucune information supplémentaire ne peut étre extraite des trois derniéres

égalités en ce qui concerne les composantes des champs. On connait cependant

les expressions du courant de surface et de la densité surfacique de charges sur

ce deuxiéme conducteur.
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Exercices

Question 1

Soit le champ d’induction :
B = B,y sin(wt) a, — B, cos(wt) a, Wb/m? .

Evaluez la force électromotrice induite autour du parcours fermé rectangulaire suivant les
coordonnées de (0,0,0) a (1,1,0) a (1,1,1) a (0,0, 1) pour revenir & (0,0,0).

Question 2

Un champ d’induction s’exprime comme B = (B,/z) a, Wb/m? dans le plan zz. Une
boucle rectangulaire rigide est placée dans le plan xz avec les coins aux coordonnées
(20,0, 20), (%0,0,2, +b), (x5 + a,0,2,+ b) et (z, + a,0,2,). Si la boucle se déplace avec
une vitesse constante telle v = v, a, m/s, donnez 'expression de la fem induite autour
de la boucle parcourue dans le sens de I’énumération des coins.

Question 3

/i'\\l y

Une boucle rectangulaire rigide de base b et de hauteur a est perpendiculaire au plan
xy et pivote autour de l'axe z par un des ses cotés a une fréquence angulaire w rad/s dans
le sens croissant de ¢, comme sur la figure ci-dessus (¢ = 0 a t = 0). Donnez 'expression
de la fem induite sur le parcours fermé dans le sens des fléches pour les cas suivants du
champ d’induction :

a) B = B,a, Wb/m?;
b) B = B, (ya, — ra, + a,) Wb/m?;

¢) B = B, (za, —ya, + a,) Wb/m?.

Question 4

. . _ 42 . B , .
Un champ électrique E = E,te”" a, existe dans 'espace libre. Déterminez la valeur
du courant de déplacement traversant du coté 2z~ au coté z+ via une surface de 0.1 m?
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dans le plan xzy, pour t =0 et t = 1s.

Question 5

Une source tension connectée a un condensateur a plaques paralléles génére un champ
électrique uniforme (on néglige les effets de bords) entre les plaques :

E = 180 sin(27 x 10°%) sin(4r x 10%) a. V/m .

La surface de chacune des plaques est de 0.1 m? tandis que 'espacement entre les deux
plaques, constitué d’air, n’est que de 2 mm. En supposant que le champ électrique est nul
a 'extérieur de la région directement entre les deux plaques, calculez la valeur efficace du
courant fourni par la source.

Note#1 : la valeur efficace d’un signal harmonique — sinus ou cosinus — correspond a la
valeur créte divisée par V2.

Note#2 : la valeur créte d’une somme de signauz harmoniques a différentes fréquences se
calcule comme la norme d’un vecteur puisque les fonctions harmoniques forment une base
orthogonale.

Question 6

Divers types de charges sont placées, en coordonnées cartésiennes, comme suit : une
charge ponctuelle de 1 uC a (1,1, —1.5) ; une charge linéique uniforme ayant une densité de
2 uC'/m le long d’une ligne droite partant de (—1,—1, —1) jusqu'a (3,3, 3); et une charge
surfacique répartie uniformément sur la surface planaire en x = 0 entre les droites z=—1
et z=1 avec une densité de —1 uC/m?. Déterminez le flux électrique [¥.]s émanant de la
surface fermée cubique S limitée par les plans x = £2, y = £2 et 2 = £2.

Question 7

Pour chacune des distributions de charges suivantes, déterminez le flux de déplacement
émanant de la surface fermée indiquée :

a) p(r,y,2) =p(r+y+z2)P ?pour0<zr<1l,0<y<let0<z<1;

b) p(r,¢,2) = p,cos®(¢p) pour 0 <r<1,0<p<7m/2et 0<2<1.

Question 8

Soit E = F, cos(67 X 108 — 272) @, V/m. Déterminez le taux de variation temporelle
des composantes du champ d’induction B,, B, et B, au temps t = 10~%s et & la position
(1,1,0.25) m.

Question 9

Soient J =0 et H = Hoe*(?‘xwgt*zyay A/m. Déterminez le taux de variation tempo-
relle des composantes du champ de déplacement D,, D, et D, au temps t = 107%s et a
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la position (1,1,2)m.
Question 10

A Tintérieur d’une petite région autour de 'origine, la densité de courant produite par
le déplacement de charges, est donnée par :

J = J,(*a, + y*a, + 2*a.) A/m?

ou J, est une constante. Déterminez le taux d’augmentation temporelle de la densité de
charges a la position (0.02,0.01,0.01) m.

Question 11
Soit le champ électrique :
E = E, cos (31 x 10% + 0.27(4z + 32)) a, V/m .
Trouvez 'expression du champ d’induction qui satisfait la loi de Faraday.

Question 12

Soit un champ électrique dans le vide (J = 0) :
E = E,e® cos(wt — Bz)a, V/m .

Trouvez la condition nécessaire entre les parameétres «, 5, w, 1, et €,, qui satisfait les deux
premiéres équations de Mazwell.

Question 13

La région = > 0 est constituée d’un diélectrique parfait dont la permittivité vaut 2e,
tandis que la région x < 0 est constituée d’un autre diélectrique parfait ayant cette fois,
une permittivité 3¢,. On dénote avec le sous-indice 1, les composantes des champs a la
frontiére de séparation mais en z = 0" ; avec le sous-indice 2, les composantes & x = 0.
Si Ey = E, (2a, + a,) V/m, trouvez :

a) Exl/EzZ ;
b) El/E2 X
C) Dl/DQ.

Question 14

Le plan z = 0 forme une frontiére entre le vide (z > 0) et un matériau quelconque.
Trouvez :

a) [Jsl0,00) at=0silautre matériau est un conducteur parfait et :

[H] 0,00+ = Ho (3a, — 4ay) cos(wt) ;
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b) [H]00+) si 'autre matériau est un matériau magnétique ayant p = 20y, et :

[H]([)’0,0f) = Ho (10ax + az) ;
c) le rapport [B]0,0,0-)/[B](0,00+) avec les mémes conditions qu’en b).

Question 15

Deux plaques infinies parfaitement conductrices sont localisés & x = 0 et x = 0.1m.
Les champs électromagnétiques dans I’espace entre les deux plaques sont décrits par :

E = E, sin(1072) cos(37 x 10°t) a. V/m

E,
H = 50 cos(10mz) sin(3m x 10%) a, A/m .

a) Démontrez que E satisfait les conditions aux limites

b) déduisez la densité de courant de surface sur les deux plaques.

Réponses :
1. fem = —in cos(wt + w/4) V.

o 1
2. fem = Bobvo <$0+Uot - :BO—HH-Uot) 4

3. a) fem = Byabwsin(wt) V ; b) [VU], = =1 By(ab?), fem =0
c) V], = —B,(ab?) sin(¢) cos(¢), fem = B (ab®) (w cos?(wt) — wsin®*(wt)) V.

[I4(t = 0)]s = 0.16,E, A, [I4(t = 1)], = —0.1e ¢, E, A.
[ =1118mA,,,..

$,D-dS = 3.3923 uC.

a) $D-dS =23p,;b) §D-dS=1%

oB
0B — 0, 52 =21E,, %= = 0.

© xRS v

=0.

0D, __ oD oD,
= —0.7358 H,,, —” =0, 5

10. —0.08 J, (C/m3)/s.

11. B = (0.6a, — 0.8a.) cos (3w x 103 + 0.27(4x + 3z)) Wb/m?.

3><108

12. B? — a? = wiye,.

18. a) 1.5; b) 3/3/5; ¢) 2/V/5.

14 a) [Js(t = 0)](07070) = H0(4ax + 3Cl,y) N
b) [H](0’070+) = 10H0(aw + 20,2) N C) 8.989 .

15. a) [E.)e=0 =0 et [E,]s—01 =0 donc les composantes tangentielles sont bien nulles ;

b) [JS]IZO = _[Js]ac:[).l = 120 (37‘(‘ X 109t) a




Chapitre 4

Statique et Quasi-statique

4.1 1introduction

Lorsqu’on parle de statique, le terme est sans équivoque. Il n’y a aucune variation tem-
porelle des entités physiques. On peut voir le cas statique comme un cas particulier de la
dynamique. C’est exactement la maniére d’aborder la chose ici, en électromagnétisme : les
nouvelles équations de Mazxwell s’obtiennent en annulant toutes les dérivées par rapport
au temps. Cependant, I'histoire des découvertes en électromagnétisme n’a pas suivi cette
approche, qu’on peut qualifier de plus académique.

Le terme quasi-statique est un peu plus ambigu. En fait, on considére le cas de fré-
quences relativement basses. Jusqu'ou ? Cela dépend de plusieurs facteurs mais 1'idée est
la suivante :

e les champs électriques et magnétiques découplés
En statique, il est clair que ces deux quantités semblent sans lien : longtemps on
a cru en deux forces distinctes. Les deux premiéres équations de Mazxwell montrent
bien que tel n’est pas le cas avec des signaux variant dans le temps.

e les dérivées par rapport au temps faibles
Les variations temporelles sont dépendantes de la fréquence : la dérivée augmentent
dans le méme rapport que la fréquence. Aux basses fréquences, les dérivées dans le
temps sont suffisamment faibles pour que le comportement des champs ressemble a
celui obtenu en statique.

e seul le terme du premier ordre en w retenu
Les solutions peuvent étre obtenus de maniére itérative en prenant les deux premiéres
équations de Mazwell, 'une aprés autre e.g. de B, on trouve E (D) avec Faraday;
puis de D, on trouve H (B) avec Ampére. A chaque itération, la dérivée fait naitre
un terme de puissance supérieure en w. On ne considére que la premiére passe de
ce processus en quasi-statique, plutdét que de continuer vers une série infinie qui
converge vers la solution électromagnétique’.

1 vaut mieux déduire la solution électromagnétique en solutionnant une équation aux différentielles
partielles du deuxiéme ordre obtenue par combinaison des deux premiéres équations de Mazwell. C’est le
protocole suivi dans le prochain chapitre.
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4.2 Applications directes aux champs statiques

Les quatre équations de Mazwell se résument ainsi lorsque % =0:

j[E-dl _ (4.1)
C

jgﬂ-dl = [L], :/SJ-dS (4.2)

jiD-dS _ /Vpdv (4.3)

j{B-dS = 0 (4.4)
S

tandis que celle de continuité devient :

jf.]-dszo. (4.5)
S

On voit immédiatement le découplage des champs électrique et magnétique. L’équation
(4.1) indique que le champ électrique est maintenant conservatif : 'intégrale de ligne est
une fonction des points de départ et d’arrivée mais est indépendante du parcours suivi.
Avec (4.2), on remarque que le champ magnétique statique est créé uniquement par le
déplacement de charges libres. Pas de courant de déplacement car il n’y a aucune variation
de la charge dans le temps, propriété aussi indiquée par (4.5). Le courant de convection
ou de conduction [[]s existe au travers une boucle fermée.

L’utilisation la plus simple et la plus directe des équations de Mazwell statiques consiste
a dériver 'expression des champs statiques. Dans certaines conditions ot il est possible
de se servir des symétries, les intégrales se simplifient. Il suffit de bien choisir la surface
ou le parcours d’intégration, analyser la géométrie et faire ressortir des produits scalaires
nuls (angle droit entre les deux vecteurs) ou maximum (angle nul). Souvent le travail de
calcul se réalise rapidement si le travail de réflexion a été bien mené.

Rien de mieux que quelques exemples pour se fixer les idées. On s’apercevra que les
équations les plus employées dans ce genre d’opération sont celles ayant un membre de
droite non-nul ; les autres ménent & la solution triviale ou servent simplement a confirmer
I’absence de certaines composantes des champs provoquée par la symétrie.

Exemple 4.1 ‘

Un fil infini de rayon a est chargé uniformément avec une densité volumique
po C'/m? comme sur la figure 4.1.

» Exprimez le champ électrique dans le vide & une distance r du centre du fil.

Il y a lieu de se servir de la symétrie de fil pour choisir une surface fermée
car on parle de charge électrique. La meilleure est une surface constituée d'un
cylindre S; de longueur h centrée sur 'axe z, fermé aux deux extrémités a
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FIGURE 4.1 — Géométrie d’analyse du champ E d’un fil infini chargé uniformément.

z =0 et z = h par des surfaces planes S, et S3. On se servira de 1'équation
(4.3).

La charge emmagasinée dans le volume délimitée par la surface vaut :

a 2m h
Q = / / / Po 1 dzdrded
r=0 J ¢=0 J 2=0

= 7a? h po pour r > a
sinon il faudra limiter 'intégration sur r et obtenir :

Q = 7 hp, pour r < a .

Seconde étape : solutionner le coté gauche de 1'égalité dans lequel on retrouve
I'inconnu & déterminer. Par une analyse rapide qui utilise les connaissances
acquises, le flux électrique au travers les surfaces Sy et Sz est nul car le champ
E est radial donc orthogonal a la normale de ces surfaces. L’équation (4.1)
sur des trajets judicieusement déterminés démontre que seule la composante
E, est non-nulle. De plus, partout sur le cylindre S; — dont la normale est
aussi radiale —, le flux électrique est maximal et uniforme : chaque point de la
surface est a égale distance du fil. En conséquence, on a :

]{ D.-dS = / D,a, - (+dSa;) + / D,a, -dSa,
S 52,3 51

(. S

0
_ Dr// ds
St

= 2mrhD,
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En rapprochant les deux termes, on arrive a :

a2po

r>a
DT — Tg: -
5 r<a
d’on finalement :
a2po >
B - 5o, Qr T 20
Poq, 1r<a
260 T
E
"A
Apo |- _ _ _ _
2€0
I
I
I
I
aPo | l
4e, |
apo | !
6eo !
I
I
| ! ! -
T T T Ll
a 2a 3a r

FIGURE 4.2 — Champ F,(r) produit par un fil infini chargé uniformément.

La variation du champ E, selon r est tracée sur la figure 4.2.

Exemple 4.2

€ Si2

FIGURE 4.3 — Géométrie d’analyse du champ E d’un plan infini chargé uniformément.

Une densité surfacique uniforme de charges py, C/m? existe dans le plan z = 0.
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» Exprimez le champ électrique dans le vide & une distance z du plan.

Ici, on répéte les mémes étapes que dans l'exemple précédent mais en pre-
nant comme surface fermée S celle d’'une boite rectangulaire placée de part
et d’autre du plan z = 0 comme sur la figure 4.3. Par symétrie, le champ
E =+F.,a,, z 2 0 donc pas de flux électrique sortant par les surfaces laté-
rales, seulement sur les deux surfaces paralléles S,q,, au plan de dimension
A chacune. De plus, le champ est pareil en tout point sur ces surfaces. Ainsi :

%D-dS = /// pdv
s 1%
D, // dxdy + D, // dedy = psA

s S

pary parg

2DZA - IOSOA

__Pso
sea, 2 < 0

E_{g—?az z2>0

Le résultat correspond bien a celui obtenu dans ’exemple 2.2.

Exemple 4.3

<.

FIGURE 4.4 — Géométrie d’analyse du champ H d’un fil infini parcouru par un courant de densité
uniforme.

Un courant circule dans un fil infini de rayon a centré sur I'axe z représenté sur
la figure 4.4. La densité de courant uniforme est donnée par J = J,a, A/ m2.

» Exprimez le champ magnétique a une distance r du centre du fil.

D’abord, la symétrie selon z convainc facilement de I’absence de la composante
axiale : B, = 0. L’intégrale de Gauss magnétique sur un cylindre S; fermé par
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les surfaces S; et Sy, centré, de hauteur h et de rayon a (voir figure 4.1),
démontre que la composante radiale du champ magnétique est nulle :

0 = ]{B-dS’
S

- B (+dSa.) + | B-dSa,
Sa3 S1

0

= B-dSa, .

Il s’ensuit que B n’a pas de composante radiale non plus : B, = 0. Reste la
composante angulaire H.

On choisit maintenant un parcours fermé C qui saura renseigner sur la valeur
de Hy. Idéalement, chaque point devrait se trouver a égale distance du fil et
exploiter la symétrie angulaire du fil. Le parcours décrit un cercle de rayon r
centré sur 'axe z. On obtient de l'intégrale d’Ampére (4.2) :

a 2 S
% H.-dl = f?’rzo f%?o J.rdodr r>a
‘ Jr—0 ffb:O J.rdodr r<a

{ Jora? r>a

Hy2mr =
¢ J,mr? r<a

Le champ magnétique s’exprime :

S
N

I

|

I

|

aJo [
4 |
aJo [
|

I

|

|

<Y

a 2a 3a

FIGURE 4.5 — Champ H(r) produit par un fil infini parcouru par un courant de densité uniforme.

La variation du champ H, selon r est tracée sur la figure 4.5.
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q

FIGURE 4.6 — Travail nécessaire pour déplacer une charge test dans un champ électrique.

4.3 Voltage et potentiel

Lorsqu’une charge électrique ¢ se déplace dans un champ électrique suivant un parcours ¢,
un certain travail est fourni par le champ lui-méme. En effet, & chaque point du parcours,
le champ exerce une force sur la charge donc un travail doit étre fait pour ’amener a
I’autre point adjacent du parcours. Le travail nécessaire pour se rendre du point a au
point b suivant ¢ de la figure 4.6 vaut donc :

Wa = q /E-dl. (4.6)
0

4.3.1 Voltage et potentiel scalaire

Le voltage représente la quantité de travail par unité de charge accomplie :

b
v;b:/ E-d . (4.7)
a,l

Dans les cas statiques, le voltage est indépendant du parcours, ce qui revient a dire que la
circulation est nulle. Le preuve physique est immédiate car, dans un parcours fermé, a et
b coincident et deux sondes d’oscilloscope branchées sur le méme point devraient observer
un signal identique méme si les parcours (décrits par les cables) sont différents.

Pour un champ électrique variant dans le temps, 'intégrale sur un parcours fermé
devient non-nulle signifiant qu'un travail par unité de charge est fait par le champ sur la
charge afin de lui faire parcourir le trajet. C’est la force électromotrice fem.

Exemple 4.4

Soit une charge de 3 u C qui se déplace dans un champ électrique donné par :

E(z,y,2,t) = za, + ya, .

» Calculez le travail fourni pour amener la charge du point a(0,0,0) au point
b(0,1,1) le long du trajet parabolique décrit par z = y2.
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Avant de commencer, on pourrait vérifier si 'expression du champ donné est
bien celle d'un champ électrique statique. Pour ce faire, il faut remplir deux
conditions. D’abord, le temps ne doit pas intervenir ; ce qui est le cas. Ensuite,
il faut que le champ soit conservatif puisque, selon I’équation de Faraday,
V x E = 0 en statique. La vérification permet d’affirmer que 1’expression
remplie les exigences du champ électrique statique.

De (4.6), on obtient :

(0,1,1)
W = (3x 10_6) / zay +ya, - (dra, + dya, + dza,)
0,0

= (3x1076 (/zody—l—/ydz) (3x 10~ )(/01y2dy+/01\/2dz>
= (3x10 )([%}:‘F [225/2]0>

= 3ud.

On obtiendrait un résultat identique en intégrant sur tout autre parcours, e.g.
z=1q.

Le voltage peut aussi étre déduit des mathématiques. On sait que le champ FE statique
est conservatif car son intégrale de ligne est nulle pour un parcours fermé. La preuve vient
de I'équation de Faraday sous la forme différentielle, dans laquelle la dérivée par rapport
au temps de B est nulle. Or, le rotationnel d’un gradient est toujours nul. Ce qui améne &
dire que le champ E statique correspond & un gradient d’une fonction qui est le voltage :

VxE =0=VxVV

donc

E=-VV. (4.8)
T

On aurait pu utiliser le théoréme de Stoke pour trouver la méme chose. Le signe négatif
veut simplement faciliter la relation entre le voltage et la différence de potentiel définie
ci-apres.

On peut généraliser la notion pour introduire la fonction de potentiel ¢ valide en
statique, quasi-statique mais aussi pour des signaux variant dans le temps. Elle s’appa-
rente a un champ dans la mesure ou elle est une fonction de l'espace, e.g. ®(z,y, z) en
coordonnées cartésiennes.

Sa démonstration mathématique est un peu plus difficile que celle du voltage quoi-
qu’elle y ressemble. Tout débute avec 'équation de Gauss sur les charges magnétiques
écrite sous forme différentielle. On sait que la divergence d’un rotationnel est toujours
nul. Ainsi B est égal au rotationnel d’une fonction qui est appelée le potentiel vecteur A :

V.- B=0=V-(VxA)
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donc :

B=VxA. (4.9)

Le potentiel vecteur n’a aucun sens physique, c’est un étre purement mathématique. Son
seul avantage réside lors des calculs de rayonnement. Utilisant (4.9) dans ’équation de
Faraday (3.16), il en découle que :

dV x A
E = - Y*~% 4.1
V x o (4.10)
0 = —VX(E—F%) . (4.11)

On est maintenant rendu, & un point similaire avec le voltage car le rotationnel d’un
gradient est toujours nul, d’ou :
dA
E+—=-Vo. 4.12
Tl (4.12)
La fonction ® est le potentiel scalaire ou plus simplement, le potentiel. Il représente la
quantité de travail par unité de charge demandée pour amener une charge test ¢ de 'infini
— ol on assume un potentiel nul — jusqu’au point (z,y, z).
Lorsque dA/dt tend vers zéro comme en statique et quasi-statique, les deux quantités
V et ® sont confondues. Tout se résume a :

Vi = & — @, . (4.13)

On comprend pourquoi sont appelés indifféremment voltage et différence de potentiel?.

4.3.2 Equipotentielle

La relation V' = cte définit une surface dans un espace en 3 dimensions — une courbe
dans un espace a 2 dimensions. Cette surface est une équipotentielle : tout point sur cette
surface a le méme potentiel.

Or, le gradient d’une fonction est un vecteur qui pointe dans la direction de la plus
forte pente de la fonction au point considéré ; son amplitude vaut justement la grandeur de
cette pente maximale. Un skieur qui voudrait atteindre une vitesse instantanée maximale,
suivrait une trajectoire qui représenterait le gradient négatif — il descend — du relief de
la montagne. Dans ’analogie du skieur, les équipotentielles correspondent aux courbes de
niveau de la montagne que ’on voit sur une carte topographique. Selon (4.8), le champ E
statique ou quasi-statique est aussi ce vecteur issu d’un gradient — le voltage; il dépend
donc de la variation du voltage dans I'espace.

Il en résulte que les équipotentielles et les lignes de champ électrique se coupent a
angle droit (a, x V& = 0 avec a,, le vecteur unitaire perpendiculaire a 1’équipotentielle)
comme le montre la figure 4.7.

2 Attention, les termes de potentiel, voltage ou tension désignent tous la méme quantité physique en
statique ou quasi-statique ; le potentiel ou potentiel scalaire de (4.12) est la notion plus générale qui reste
toujours valide.



W 4-76 4 Statique et Quasi-statique

gradients aux pts a, b et ¢

SV

oV

equipotentielles —

FIGURE 4.7 — Equipotentielles, gradient du potentiel et lignes de champ électrique.

Exemple 4.5 ‘

Une charge @ est placée dans un diélectrique de permittivité € = €,.€,.

» Si le potentiel est nul a I'infini, exprimez le potentiel & une distance r de la
charge.

On peut supposer que la charge est au centre d’un systéme de coordonnées
sphériques, ceci facilite les mathématiques. Il faut d’abord exprimer le champ
électrique produit par la charge. Plusieurs possibilités s’offrent : passer par la
loi de Gauss sur les charges électriques, ou utiliser directement ’expression
découlant de la définition du champ électrique (2.3). Quoi qu’il en est, on
obtient :

= ar .
dmer?

De (4.8), on s’intéresse a la seule composante non-nulle du gradient en coor-
données sphériques, la composante radiale car E = E,.a,., pour aboutir a :

av. Q
dr — dwer?
L’intégrale indéfinie donne :
Q
V = C 4.14
Amer * \Of" ( )

ol la constante C' doit étre choisie selon une condition fixée a priori. Ici, on
veut que le voltage soit nul & I'infini (r — o0), donc C' = 0.
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Les surfaces équipotentielles sont simplement des sphéres centrées sur la charge
ar = cte. Cet exemple montre bien que les lignes de champ sont orthogonales
a toutes équipotentielles.

L’exemple précédent fait intervenir une seule charge. Avec plusieurs charges, le principe
de superposition des champs électriques demeure valide. Comme 1'opération pour déduire
le voltage & partir du champ est linéaire?, le voltage en un point et en présence de plusieurs
charges se calcule par une somme algébrique des voltages produits par chacune des charges
prise isolément. Plus simple encore qu’avec le champ parce que le voltage est un scalaire.

La meilleure illustration de la superposition des voltages est obtenue avec le dipdle
électrique, 1'équivalent électrique de 'aimant. Il consiste en deux charges égales mais de
signes opposés +@ et —@Q. Si on place les charges sur 'axe z, 'une a d/2 et l'autre a
—d/2, le potentiel au point P vaut :

Q —Q

dmery dmersy

Vv (4.15)
avec ry la distance entre P et la charge +@) ; ro, entre P et —(Q).

En éloignant le point P du dipo6le i.e. r > d, on peut approximer les valeurs de r; et
ro en prenant ’expansion binomiale :

d

r ~r — — cosf
2

ry T+ 5 cos f
ce qui conduit a :
Qd cos

der?

V =~ (4.16)

Les équipotentielles sont décrites par r%sec = cte et sont montrées a la figure 4.8.

Derniére remarque : un conducteur est un corps équipotentiel car le potentiel reste
le méme partout sur le conducteur. Les charges libres sur le conducteur se meuvent sans
contrainte jusqu’a ce que le champ électrique devienne nul; sans quoi la force électrique
continue d’étre appliquée sur les charges pour les déplacer. Lorsque 1'état permanent est
atteint, les charges créent un champ électrique qui annule celui initial dans le conducteur.
Ne pouvant quitter le conducteur, les charges sont rendues a la surface du conducteur
d’ou résulte une densité surfacique. Ainsi, le corps conducteur devient équipotentiel.

4.4 Théorie des images

La théorie des images ne s’explique que par le respect des conditions aux limites et de
I'équipotentialité sur un conducteur parfait lorsqu’on trace la cartographie (“mapping”)
du champ électrique et de la fonction de potentiel d'un dipéle électrique comme celle de

3Le gradient, tout comme les autres opérateurs de type V, est une opérateur linéaire.



W 4-78

4 Statique et Quasi-statique

equipotentielles

FIGURE 4.8 — Equipotentielles et lignes de champ électrique d’un dipoéle électrique.

la figure 4.8. Le dipdle électrique étant constitué d’une charge +Q) et d’une charge —@,
la charge nette est nulle.

On se rend compte qu’en considérant le plan milieu et normal au segment reliant les
deux charges :

e le champ électrique est perpendiculaire en tout point du plan;
e le plan correspond a une équipotentielle.

Ainsi, en plagant un plan conducteur parfait exactement a la position de ce plan, la
cartographie du champ électrique et de la fonction de potentielle ne serait nullement
affectée. Si maintenant, on retire la charge —() par exemple, le champ électrique devient
nul automatiquement du c6té de la charge négative mais demeure inchangé de ’autre coté
du plan conducteur.

équipotentielle

o€
| ‘]
: e S
conducteur parfait d $
image \/' ¢

FI1GURE 4.9 — Théorie des images sur une charge électrique +@Q.

En conséquence, mettre un plan conducteur parfait a coté d’une charge électrique
correspond & simuler une charge de signe opposé & une distance équivalente sous le plan
conducteur. C’est I'image de la charge électrique statique comme le résume la figure 4.9. En
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fait, la charge image est créée par une distribution non-uniforme de la densité surfacique
de charges p; a la surface du conducteur. Cette densité de charges est de méme signe que
la charge image et sa valeur dépend de l'intensité du champ de déplacement D a cette
position.

En présence de plusieurs charges électriques, le plan conducteur parfait simulera autant
de charges de ’autre c6té avec une méme configuration, de mémes grandeurs mais de signes
opposés. On comprend facilement qu'une densité linéaire p,, surfacique ps; ou volumique
p de charges peut étre imagée de la méme maniére, toujours avec le signe opposé.

Exemple 4.6

o T

_a ——image

plan conducteur z = 0

i

FI1GURE 4.10 — Image d’une charge linéaire au dessus d’un conducteur.

Une charge linéaire infinie ayant une densité p, est placée parallelement & une
distance d d’un plan conducteur. Pour se fixer les idées, la charge linéaire est
a (x =0,z =d) et le conducteur est & z = 0.

» Trouvez I'expression de la densité surfacique de charges a la surface du conduc-
teur.

On sait que p; = —[Dy]s = —€[E,]s par lapplication de la condition aux
limites du champ électrique sur la surface S. Or, selon ce qui a été trouvé
a l'exemple 4.1, le champ électrique produit par une charge linéaire infinie
vaut? :

Py

E+ = a,
2mer

avec 12 = d? + x°.

La charge image produit un champ électrique de méme magnitude £ = F,.

11 suffit de comprendre que la densité linéaire équivaut a p, = p(ra?) i.e. le produit de la densité
volumique par la surface du fil.
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Remarquons que l'image de la charge annule la composante tangentielle du
champ électrique sur le conducteur afin que soit respectées les conditions aux
limites. Le champ total est la somme vectorielle des deux champs soit, dans le
plan 2 =0:

[Ei]ls = |[E4+ 4+ E_].=0| = 2E, cosf .

L’angle 6 représente 1'angle d’inclinaison entre le champ électrique et la nor-
male a,, = a, du plan conducteur. Son cosinus s’exprime aisément en fonction

de d et x puisque cosf = \/d2d+7z2'
On obtient finalement
pd

E —

[Euls me(d? + x2)
donc

ps = — pid

’ 7(d? + 2?)

Jusqu’ici, la discussion des images a été limitée a une distribution statique des charges
électriques. On peut I’étendre & un mouvement de charges.

En effet, une charge électrique positive qui se déplace vers la droite & une distance
contante d’un plan conducteur produit une image d’une charge électrique négative se
déplacant aussi vers la droite, & méme vitesse. Ceci est équivalent & un mouvement d’une
charge positive vers la gauche. Par extension, I'image d’un courant — lequel est formé par
un flot continu de charges en mouvement— paralléle & un plan conducteur est un courant
de méme amplitude mais de sens opposé.

Cependant, un déplacement d’une charge positive vers le haut perpendiculairement
a un plan conducteur engendre une image d’'une charge négative s’éloignant vers le bas.
Ainsi, un élément de courant a la verticale vers le haut produit une image d’un élément
de courant a la verticale aussi orienté vers le haut.

conducteur parfait
d
!
— - — — - —

mages I ~. .

FIGURE 4.11 — Théorie des images sur des éléments de courant électrique.
L’image d’un courant circulant a un angle arbitraire par rapport & un plan conducteur

est déduit en résolvant les composantes paralléles et perpendiculaires, tel que montré sur
la figure 4.11
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4.5 Equation de Laplace, méthode des différences finies

On a vu de quelle maniére le champ électrique influe sur le potentiel scalaire. La substi-
tution de (4.8) dans I’équation de Gauss électrique, donne :

-V .eVV =p.

Utilisant une identité vectorielle, I’équation précédente s’exprime aussi de la fagon sui-
vante :

eVV + Ve-VV = —p . (4.17)

Dans les cas usuels rencontrés, on assume que la permittivité est uniforme dans la région
d’intérét de sorte que Ve = 0, et (4.17) devient ce qui est connu sous le nom d’équation
de Poisson :

VIV = —‘g’ . (4.18)
On peut faire ici une derniére supposition : le lieu ot on désire estimer V' a une densité
nulle de charges libres. L’équation de Poisson se réduit a celle de Laplace qui gouverne le
comportement du potentiel dans des régions caractérisées par une permittivité uniforme

et sans charge libre. L’équation de Laplace :
ViV =0 (4.19)

semble inintéressante mais c’est tout le contraire car elle permet de trouver la distribution
du potentiel dans un diélectrique borné par des conducteurs de configurations diverses
mis a différents potentiels. Les solutions analytiques de I’équation de Laplace passent par
la technique de séparation des variables. En coordonnées cartésiennes par exemple, on

assume que V(z,y,z) = fi(x) f2(y) f3(z) dou :
VAV 1 dh | LA L&

= —— —_— —_— 4.20
VTR LA (4.20)
—_—— = =
k2 k2 k2
avec la contrainte
K2+ kK +k =0. (4.21)

L’équation aux dérivées partielles a été remplacée par trois équations différentielles li-
néaires a coefficients constants.

4.5.1 Laplacien discret

Cependant, c’est plutdt une des solutions numériques de I'équation de Laplace qui retient
'attention®. Dans cette solution en coordonnées cartésiennes, on remplace les différences
infinitésimales par des différences finies d’otl le nom de “méthode des différences finies”.
Quoique la méthode ne se limite pas a une région planaire — la version 3D de la méthode

5] existe plusieurs solutions numeériques, qui permettent de trouver la distribution du potentiel. Par-
tant du laplacien discret, il y a la méthode aux éléments finis et la méthode des différences finies.
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des différences finies peut étre vue comme une extension —, elle suppose que la structure
analysée est constituée de surfaces prismatiques infinies selon ’axe z i.e. la section de la
structure dans le plan transversal zy demeure identique quel que soit z. La symétrie est
telle que la solution est indépendante de z.

DG W
pnopoEe L L
T

FIGURE 4.12 — Répartition des points d’échantillonnage a l'intérieur du domaine de définition
pour la méthode des différences finies.

Ainsi, le potentiel est estimé a certains points d’échantillonnage que sont les noeuds
ou les intersections d’'un maillage, a I'intérieur de la section étudiée, appelée domaine de
définition. En considérant que les points sont régulierement espacés les uns des autres par
une distance a comme sur la figure 4.12, on a pour le laplacien :

0? V] { 0 (8 V)]
N ad (4.22)
{ 9% | (5.0,0) 9z \ 9z / | 9,0,

1 ov oV
~ - [—] — {—} (4.23)
@ \L9% [(a200 9 [ (_4/200)
~ 1 ([V} @00) = Voo  [Vleoo — [V](a,0,0)> (4.24)
a a a
1
~ ?([V](fa,O,O) + V@00 = 2[V]0,00) - (4.25)
On procéde de maniére similaire par la dérivée seconde en y :
0PV 1
{W} ~ —([V]o-a0 + [V]0.ao = 2[V]000) 5 (4.26)
Y7 1(0,0,0) a

on réorganise puis on substitue (4.25) et (4.26) dans (4.19) sans la variable z, pour obtenir :

1

Voo = 3 ([Vicaon + Vieoo + Vio—eo + [Viewo) - (4.27)

Cette équation indique qu’une approximation valable du potentiel en un point donné est
celle déterminée en prenant la moyenne des potentiels des noeuds voisins équidistants.
Cette formule provient des séries de Taylor tronquées, ce qui permet de connaitre rapide-
ment 'ordre de grandeur de l'erreur : ici de a?.
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La suite de la méthode consiste a appliquer I’équation des différences finies (4.27) aux
noeuds dans le domaine de définition, en tenant compte des conditions imposées par le
potentiel des conducteurs agissant comme frontiéres. Il faut maintenant solutionner ce
systéme qui comporte souvent beaucoup d’inconnues (le potentiel & chaque noeud). Selon
les contraintes, on pourra utiliser :

e la solution matricielle :

On géneére la matrice des multiples équations — une équation pour chaque noeud
du domaine de définition — des différences finies qui est ensuite inversée. L’inversion
d’une matrice aussi grande est grandement accélérée si I'on considére la propriété
“sparse” de la matrice.

e la solution par relaxation :

On débute en supposant que tous les potentiels sont nuls sauf ceux imposés sur les
conducteurs, et on résout successivement les équations en utilisant la derniére valeur
obtenue des quatre potentiels nécessaires a chacun des noeuds. La solution corrigée
aprés une itération sert comme nouvelle solution de départ a la prochaine itération.
On répéte tant que la correction & appliquer & un seul des noeuds dépasse un seuil
fixé au départ.

Exemple 4.7

I I 10V

FIGURE 4.13 — Géométrie des quatre électrodes et maillage utilisé par la méthode des différences
finies.

Quatre électrodes a différents potentiels sont disposées en carré. Elles délimi-
tent un domaine de définition quadrillé par deux lignes horizontales et deux
lignes verticales comme sur la figure 4.13. Au total, on compte quatre noeuds.

» Compte tenu du potentiel des électrodes, déterminez le potentiel a chacun des
noeuds.
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Relaxations
lére  2éme 3éme
Vi1 | 40 58.75 65.32
Vi | 35 48.13 51.41
Vo1 | 40 53.13 56.41
Voo | 33.75  40.32 41.96

TABLE 4.1 — Valeurs du potentiel aux noeuds & chacune des trois premiéres itérations de la
relaxation.

On doit résoudre les quatre équations :

Vit = 0.25(Vig + Var + 704+ 90) V

Vig = 0.25(Vig 4+ Va2 + 90+ 10) V

Vor = 0.25(Vi1 + Ve + 704+ 50) V

Vay = 0.25(Vig + Va1 +10450) V

desquelles découlent le systéme linéaire suivant :

1 —0.25 —0.25 0 Vi 40
—0.25 1 0 —0.25 Vig | | 25
—0.25 0 1 —0.25 Vor | | 30
0 —-0.25 —0.25 1 Vao 15

T —_—
v b

[ <

Par inversion de la matrice A puis post-multiplication par b, on trouve :

Vii=670V, Vig =525V, Vor =575V, et Voo =425 V.

Les résultats des trois premiéres itérations par relaxation apparaissent au ta-
bleau 4.1 avec, comme point de départ, Vi1 = Vis = Vo1 = Voo = 0.

4.5.2 Interface entre diélectriques

Si on désire employer la méthode des différences finies lorsqu’on est en présence de deux
diélectriques, il faut au préalable modifier I’équation (4.27) pour les points du maillage
situés a l'interface entre les deux matériaux car Ve # 0 contrairement a ce qui était
supposé. On n’obtient donc plus I’équation de Laplace.

La facon de faire consiste a partir de ’équation de Gauss pour les charges électriques
sous la forme intégrale en prenant une surface fermée parallélépipéde rectangle de dimen-
sions @ X a X Az qui entoure chacun des points a l'interface. Comme, il n’y a aucune
charge a I'intérieur du volume délimitée par la surface fermée, alors. fs D -dS = 0 avec
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D = cE = —eVV. En se référant a la figure 4.12 ot un diélectrique de permittivité e;
couvre la partie y < 0 et un autre de permittivité e dans y > 0, on trouve alors :

Vio.a.0-Ve Vi_ 0.0V, Via.0.0-Vi
€y 2000 V0000 y A p 1 M ,o,oil <0’0’0>%AZ+€2 (2.007Y(000) a A

a 2 428)
Vio.—a.0-V; Via.0.07-V, Viao.0-V, (4.
+e, L0 ,ozl (o,o,o>aAZ+€1M2AZ+EIM%AZ ~ 0.

a 2 a
Un réarrangement des termes conduit a I'expression a utiliser pour les points a l'interface
seulement en fonction des constantes diélectriques :

([V](—a 0,0 + [V](a 0 0)) (Em [V] (0,—a,0) T €ry [V] (0,a 0))
% tad] bl b b "y 4‘2
Vo0 1 + e o) (4.29)

Ce choix commun de discrétisation n’est pas totalement compatible avec celui effectué
plus tot pour la dérivée seconde. De maniére effective, la discontinuité sur e se retrouve
a mi-chemin entre les points de la grille de tension. Cette subtilité ne pose pas probléme
lorsque la discrétisation est trés fine mais peut occasionner des difficultés de validation a
faible nombre de points.

Exemple 4.8

FIGURE 4.14 — Géométrie impliquant deux diélectriques et maillage utilisé par la méthode des
différences finies.

La figure 4.14 montre un domaine de définition de 4 par 4 unités contenant
deux diélectriques : celui du haut est l'air et celui du bas a une constante
diélectrique €,, = 9. Le potentiel aux limites de ce domaine vaut 0V alors
qu'un seul noeud du domaine a un potentiel fixe de 1 V. A cause de la symétrie,
seulement 5 valeurs du potentiel sont inconnues soient V,, V;, V., V; et V..

» Déterminez ces 5 valeurs du potentiel en assumant un seul diélectrique de
constante ¢, = 9.

La valeur de la constante diélectrique n’intervient pas dans les calculs de sorte
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que :

Vo, = 025(V,+V,) V

Vi = 02502V, +V,) V

Vo = 025(V,+Vy+V.) V

Vi = 025(V,+2V.+1) V
(Ve

V. = 025(V.+1) V

On obtient les valeurs suivantes avec un seul diélectrique : V, = 0.0811 V,
Ve =0.1351 V, V. =0.1892 V, V; = 0.3784 Vet V. =0.2973 V.

» Déterminez ces 5 valeurs du potentiel par inversion matricielle avec les deux
diélectriques.

Les cinq équations a résoudre sont :

Vo, = 025(V,+V.) V

Vi = 02502V, + V) V

V, + 9V,
V., = 0.25(\41)+;L—0 1%
Vi +9
V, = 0.252V.) + ”23

V. = 025(V,+1) V.

V

On note la différence imputable a I'interface dans les expressions de V, et V,
qui se situent a I'interface. Par la forme matricielle :

1 —025 =025 0 oO0][Wwv] [0 ]
—05 1 0 —025 0 Vi 0
—0.05 0 1 =025 0 V. | = 0

0 —0.05 —0.5 1 0 Vi 0.45

0 0 —025 0 1]][V] | 0.25 |

on obtient V, = 0.1317 V, V;, = 0.2195 V, V., = 0.3073 V, V; = 0.6146 V et
Ve =0.3268 V.

Note : les matrices a inverser sont de grandes dimensions dans les problémes pratiques
rencontrés (N2M? x N2M? avec N et M représentant le nombre d’unités en largeur et en
hauteur du domaine de définition). Par contre, elles contiennent une quantité importante
d’éléments nuls, faisant d’elles des matrices éparses (“sparse matrix”). Les mathémati-
ciens se sont amusés a trouver un algorithme optimal d’inversion de ce type de matrices,
algorithme que 1’on retrouve dans Matlab™".
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4.6 De I’électromagnétisme aux circuits

La théorie des circuits, bien connue et largement employée en ingénierie, n’est applicable
que dans le cas statique et quasi-statique. Elle suppose :

e des délais de propagation nuls entre deux points d’'un méme noeud ;

e des éléments trés petits par rapport a la longueur d’onde de sorte qu’ils réagissent
au premier ordre de la fréquence.

L’effet de propagation est couvert dans les chapitres ultérieurs sur les lignes de transmis-
sion entre deux points. L’effet des éléments suit dans cette section.

Mais avant, il est intéressant de voir comment les lois fondamentales des circuits élec-
triques dérivent des équations de Mazwell.

e L’équation de Faraday statique (4.1) est 'extension de la loi des mailles car en
statique et quasi-statique, on a :

0 = —fE-dl
¢
b c a
a b z

e De la méme maniére, I’équation de continuité statique (4.5) est 'extension de la loi
des noeuds :

0 = ]{J~dS
s

= /Jl'dSl+/J2'dSQ+ —|—/ Ji-dSk
Sl SQ SK

= [IC]SI + [IC]S2 + .+ [[C]SK
oul 'ensemble des K surfaces S; forment une surface fermée S.

On comprend maintenant qu’aux fréquences plus élevées, les deux lois fondamentales
de Kirchoff ne tiennent plus; il faut alors revenir au source soit 1’électromagnétisme.

4.6.1 Capacitance

On appelle capacitance® C, exprimée en Farads (F), le rapport entre la charge et la
différence de potentiel entre deux conducteurs — qui constituent les bornes ou les électrodes
a et b — dans un milieu diélectrique de permittivité e. C’est-a-dire que :

%@

C = .
‘/ab ‘/ba

(4.30)

6La capacité ou le condensateur représente plutét le dispositif lui-méme capable d’emmagasiner une
charge.
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Lorsqu’une tension est appliquée a deux électrodes quelconques, des charges égales avec
polarités opposées sont transférées sur la surface des conducteurs. L’électrode branchée du
coté positif accumule une charge @), = +@ et une charge @), = —() s’accumule sur I'autre
électrode. L’évaluation de la capacitance se fait par 'intermédiaire du champ électrique a
partir de la loi de Gauss (4.3) et de la définition du voltage (4.7) :

¢, E-dS

C =l =
IPE-a

(4.31)
Cependant, on vérifie que la valeur de C' pour différentes configurations de condensa-
teur, est toujours indépendante de E. La capacitance est gouvernée uniquement par la
géométrie (tailles, formes et positions relatives des électrodes) et par la permittivité du
diélectrique.

Exemple 4.9 ‘

FIGURE 4.15 — Géométrie pour la détermination d’une capacité de 2 plaques paralléles.

Un condensateur est constitué de deux plaques conductrices de surface A,
paralléles et espacées par une distance d. Un diélectrique de permittivité e
remplit I'espace entre les plaques. On néglige les effets de bord : le champ
électrique reste confiné dans 'espace immédiatement entre les deux plaques.
La figure 4.15 illustre la géométrie de I'arrangement. La configuration idéale
est celle de deux plaques infinies o on ne s’intéresse qu’a une section finie

d’aire A.

» Exprimez la capacitance de cette structure.

Le voltage V,; fait apparaitre des charges +Q et —(@) sur chacune des plaques,
soit des densités surfaciques de charges ps, = Q/A et pg, = —Q) /A respective-
ment. Le champ électrique peut étre déduit de plusieurs maniéres :

e par l'application des conditions aux limites sur une plaque conductrice
pour trouver Ej et D ;

e par l'intégrale de Gauss statique sur une surface fermée constituée d’un
boite rectangulaire placée de part et d’autre d’une plaque conductrice
comme a l’exemple 4.2
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e par l'intégrale sur un surface infinie comme a ’exemple 4.2 et superposi-
tion des champs avec deux plaques.

On comprend que, selon la configuration idéale, le champ électrique est uni-
forme dans le diélectrique. On trouve alors :

E=""a).
€

La différence de potentiel entre les deux plaques peut maintenant étre détermi-

née comme suit (dl = —dza,) :
b
Vi = — / E -dl
= / Psa dz
b €
= Dy,
€
La capacitance vaut donc :
A
¢ = Qo _ Pu
‘/(-zb losad/6
€A
- d

4.6.2 Conductance

La conductance G est 'inverse de la résistance R définie & partir de la loi d’Ohm R = V/I
en Ohms (). Dans la structure qui servait a la capacité, on remplace le diélectrique par
un matériau dont la conductivité est finie mais non-nulle. Un courant de conduction [/,
(ou plus simplement [) traverse un matériau lorsqu'une tension V,;, est appliquée aux
bornes a et b. Or les deux quantités sont reliées au champ électrique via :

1= [[aas = [[ om-as (432)

b
m::/Edl (4.33)

ou S est une surface qui coupe ’ensemble des lignes de champ électrique pour mesurer le
flux électrique total dans le matériau. Cette surface ne contient pas les fils qui se rendent

Gza%%%?. (4.34)

La conductance devient plus difficile & déterminer dans une situation complexe ou la

aux électrodes. Donc :

fréquence augmente. En effet, un champ magnétique nait dans le matériau a cause du
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FIGURE 4.16 — Géométrie pour la détermination d’une résistance cylindrique.

couplage électromagnétique qui affecte la distribution de la densité de courant. Aussi, un
effet pelliculaire apparait en périphérie du matériau entre les bornes.

Exemple 4.10

Soit une résistance cylindrique de longueur ¢ et de section A, faite d’un maté-
riau de conductivité finie o. On assume un champ uniforme dans le matériau en
question. Pour cela, deux plaques circulaires agissent comme bornes a chaque
extrémité du cylindre.

» Exprimez la valeur de la résistance R.

e D’une part, un champ électrique uniforme F fait en sorte que le voltage
corresponde a V,, = EX.

e D’autre part, la surface choisie est transversale aux lignes de champ (voir
figure 4.16) donc I = ocE' A

La conductance vaut :

gA

G = —

14

ou )
R=—.

cA

4.6.3 Inductance

L’inductance est un concept plus difficile que les deux précédents. Dans sa version propre
ou “self” (en francais plus correct, on dirait auto-inductance ; mais on préfére le raccourci
inductance), elle représente I'effet d’une variation du courant sur lui-méme. Elle fait donc
intervenir a la fois le courant et le champ magnétique lié — ou la partie du champ lié avec
une partie du courant, c’est la subtilité de la chose. La version mutuelle relie le champ
magnétique produit par un courant avec le courant induit dans un autre arrangement.
Les transformateurs constituent un bel exemple d’inductance mutuelle.
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4.6.3.1 Inductance externe

En général, on est tenu de considérer I’épaisseur du fil afin de séparer les contributions du
champ magnétique a I'intérieur et a ’extérieur du conducteur. On parle alors d’inductance
propre interne L; ou externe L.. Mais dans un but de simplification, on se limitera au
champ externe en assumant aucun champ interne.

L’inductance dans ces conditions se définit comme le rapport entre le flux magnétique
par le courant électrique lié au flux :

U
L = T (4.35)
ou plus généralement :
[[s H-dS
L=p=% 4.36
Ny H -dl (4.36)

ou S est une surface qui intercepte tout le flux et C, un parcours fermé entourant le
conducteur.

Exemple 4.11 ‘

FIGURE 4.17 — Section et surface d’intégration pour le flux d’une inductance constituée de deux
cylindres centrés.

Soit un dispositif constitué d’un cylindre conducteur plein de longueur ¢ et de
rayon a, sur lequel circule un courant I avec une densité surfacique uniforme
Js = Jsoa, A/m. Le courant revient sur la surface d'un conducteur cylindrique
creux centré sur le premier mais de rayon b > a. On insére un matériau de
perméabilité p entre les deux cylindres.

» Exprimez 'inductance externe de I'arrangement dont la section est montrée a
gauche sur la figure 4.17.

On commence par exprimer le champ d’induction dans le diélectrique en co-
ordonnées cylindriques. On profite de la symétrie pour affirmer que le champ
magnétique est indépendant de ¢. De I'équation d’Ampeére sur un parcours
circulaire centrée avec a < r < b, on trouve que :

Hy2mr = Jg2ma

B - wdsoa

ag .
r ¢
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Tout le flux passe complétement dans le matériau (le champ d’induction est
nul pour r > b et r < a). Prenant la section rectangulaire montrée a droite
sur la figure 4.17 comme surface d’intégration pour trouver le flux total, on

U = // o s
S T
bl
JSO
:// Rl gz dr
r=a J z=0 r

= uJgpalln (é) .
~— a
1/(27)

trouve :

La valeur de 'inductance est :

Aussi, il arrive que la surface d’intégration “coupe” a plusieurs reprises — N fois par
exemple — les lignes de champ magnétique. Des boucles de fil constituées de N tours
constitue le meilleur exemple. Dans ce cas, I'inductance augmente d’un facteur égal a N
comparativement a celle d'une seule boucle. La figure 4.19 montre que la surface héli-
coidale délimitée par le fil conducteur ressemble & N = 2 vrilles superposées et le flux
magnétique total passe par chacune des vrilles. On écrit pour ces inductances bobinées :

v
L=N % . (4.37)

Exemple 4.12

z

-
L

S
N
=

h Y gz?

—

-
N
N

R

7/ AN
/
/ \
N\

FIGURE 4.18 — Géométrie du solénoide infini et parcours/surface d’intégration pour B.
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Un solénoide infini comporte N tours sur une longueur h. Le fil du solénoide
est enroulé sur une tige cylindrique infinie de rayon a dont le matériau est
ferromagnétique de perméabilité trés élevée p.

» Déduisez I'inductance par unité de longueur du solénoide.

En premier lieu, on évalue le champ d’induction & 'intérieur des boucles de fil
dans le matériau. Si le solénoide est dans I’axe z, on peut affirmer que pour
des considérations géométriques, le champ ne peut étre fonction de z et de ¢.
De plus, comme la portion /.5 peut étre située a une distance quelconque sans
en modifier le résultat, le champ d’induction extérieur B.(—a.) est donc une
constante. Or, le flux exterieur ¥, = [ _ . B.dS = B. [ _,dS = B. - 00 ne
peut étre infini de sorte qu’on peut considérer le champ d’induction extérieur
comme étant pratiquement nul B, ~ 0 pour limiter le flux externe. Finalement,
le champ d’induction dans le matériau est orientée selon a,. En procédant a
partir de la loi d’Ampeére statique sur un parcours rectangulaire montré sur la
figure 4.18, on obtient :

NI = /H-dl
c

= /Hzaz-azdz+/ Hzaz-ardrjt/ Hzaz-(—azdz)—i—/ H.a, (—a,dr)
ezl \e'rl ., €22 ., \47'2 .,

~~
0

Vv Vv
0 [ Hedz=[ 0dz=0

= H.h

et, de la :
~ pNI
==

On remarque que le champ d’induction dans le matériau est uniforme. Le flux

B.

magnétique qui traverse une boucle est facile a calculer ; il vaut :

NI ma?
\Illboucle = T :

Il faut bien voir que 'analyse a été faite en ne prenant qu’une partie de lon-
gueur h du solénoide. L’obtention de I'inductance par unité de longueur qui
est notée £ découle de (4.37) en divisant ensuite par h. Donc :

L 1 <—“Nfzm2>
- 2Nt
£ h h 1
puN? ra?
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4.6.3.2 Inductance interne

L’inductance telle que définie a I’équation (4.35), exige que tout le flux soit lié par le
courant complet. C’est le cas usuel en pratique, car on suppose que le courant dans un bon
conducteur est confiné a la surface — courant de surface J, — ou il contribue entiérement
au flux. Parfois, le flux entier ne peut étre lié¢ a tout le courant : une partie seulement
du courant est liée a une partie du flux. Il convient alors de travailler sur des éléments
différentiels du flux pondérés au prorata de la fraction du courant qui contribue au flux,
puis d’intégrer sur la surface par laquelle passe le flux entier. On parle alors d’inductance
interne et d’inductance externe. Pour 'inductance interne, le flux intégré est lié a une
partie du courant, et non a tout le courant :

)\
Ly = e ——dS
' / /s []as

ou ¢ représente la partie du flux liée du courant liée au courant passant par d.S. L’induc-
tance totale de I'arrangement est la somme des inductances interne et externe ; on intégre
alors tout le flux.

FIGURE 4.19 — Surface délimitée par deux boucles de fil conducteur.

4.6.3.3 Reéluctance

La réluctance R, exprimée en H !, sert pour déterminer le flux magnétique dans un circuit
magnétique. Ce dernier est une analogie directe du circuit électrique avec :

e les sources tension remplacées par des forces magnétomotrices fmm ou, avec plu-
sieurs tours, par des potentiels scalaires magnétiques V,, = N1 ;

e les courants remplacés par les flux magnétique ¥ ;
e les résistances remplacées par les réluctances R.

I1 faut effectivement une force magnétomotrice pour faire circuler un flux magnétique entre
deux points d’un circuit magnétique tout comme une force électromotrice (ou voltage) crée
un courant au travers une résistance. Donc :

Vo = RO (4.38)
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Pour un bloc de longueur [, de section A et de perméabilité p, la réluctance vaut :

R = MLA . (4.39)

Exemple 4.13

F1GURE 4.20 — Tore magnétique avec entrefer.

Un tore magnétique est constitué d’un noyau de ferrite j,,,,, = 10® a section
rectangulaire b x ¢ = 200mm?, de rayon moyen a = 15mm avec un petit
entrefer d'une distance d = 3mm comme sur la figure 4.20. L’enroulement
comporte N = 1000 tours de fil conducteur sur lequel circule un courant
I, = 0.2 A. On suppose qu’il n’y a pas de fuite de flux et que les effets de bord
sont négligeables dans 'entrefer.

» Déterminez approximativement le flux magnétique Weptycre, dans I'entrefer.

R

Vm:NIC-D §Re

FIGURE 4.21 — Circuit magnétique équivalent de 'exemple 4.13.

e

Le schéma du circuit magnétique est illustré sur la figure 4.21 ou R, et R,
sont respectivement les réluctances de l'entrefer et du tore. Selon (4.39), elles
valent (aprés conversion des mm en m) :

d 0.003
R, = = = 11.937 x 10°H !
uobe . (dm x 10-7)(0.0002) .
2a — d 27(0.015) — 0.003

R, = = 0.363 x 10°H ! .

Lo ptgbe (10%)(47 x 10-7)(0.0002)

Le circuit magnétique se résout selon (4.38) :

Vi = NI = (R.+R) T
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car il n’y a qu'un seul courant magnétique et les deux réluctance sont en série.
Ainsi, le flux circulant dans le tore est le méme que le flux dans 'entrefer
Viore = Yentrefer = ¥. Ceci donne :

(1000)(0.2)

= = 16.26 x 107 Wb .
(11,937 + 0.363) x 106 _ 10-20 10

» Vérifiez en utilisant I’équation d’Ampére et les conditions aux limites.

Selon I'équation d’Ampeére, on trouve :
fH ’ dl = H¢t07‘e<2ﬂ-a - d) + H¢ent'refer (d) = NI
c

B B
¢tore (27TCL . d) _|_ ¢entrefer (d) — NI )
/’LTtoreluO /’LO

Le champ H est normal & la frontiére entre tore et entrefer. Il y a continuité
de la composante normale du champ d’induction selon (3.44) :

B¢to7'e - B¢entrefer = B¢

ce qui confirme I’égalité des flux dans le tore et dans ’entrefer.

On obtient finalement :

(1000)(0.2)
72.61 + 2387.32

By = = 0.0813Wb/m?
d’ou

u
U = /B -dS = Bybc = (0.0813)(0.0002) = 16.26 x 107 ° Wb .
S

Exemple 4.14 ‘

b~
)
N

QQ tr_]c
=

F

FIGURE 4.22 — Tore magnétique avec entrefer.

Un tore magnétique est reproduit sur la figure 4.22. Les longueurs moyennes
valent parq = {porc = 120mm et {gp = Lgg = 20mm. Le noyau de ferrite
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Ur,.,. = 103 a une section rectangulaire de Acagr = 200 mm? entre les points
ACHEF; entrefer d’'une distance {prp = 1mm a une section rectangulaire
ADE = ABD = AEG = 300 me.

» Dessinez le circuit magnétique équivalent.

Rparc
Rsp
Vo = NI %mfﬂ Rentrerer = BOHG
Reac

FI1GURE 4.23 — Circuit magnétique équivalent de ’exemple 4.14.

Le schéma du circuit magnétique est un peu plus compliqué que celui de
I’exemple précédent. Il est illustré sur la figure 4.23. Les réluctances sont cal-
culées selon (4.39) :

0.12
= = =04 1 6H71
Rpara = Rocne = Gonyar < 00000z it <10
0.02
= — = 0. 1 6H71
Rop = Rec = Go5ar < 10700003 003X 10
0.001

= 2653 x 106H .

§Ren rejer
trel (47 x 10-7)(0.0003)

4.7 Energie emmagasinée

On sait que les champs électriques ou magnétiques sont liés a des forces en présence.

e Un ensemble de charges électriques posséde une énergie potentielle pour que les
charges demeurent fixes. Cette énergie correspond au travail requis pour amener
chacune des charges de I'infini jusqu’a sa position respective. Une fois I’ensemble en
place, cette énergie potentielle est emmagasinée dans le champ électrique. En effet,
on tire une énergie d'un condensateur chargé, énergie qui provient de celle stockée
dans le champ électrique.

De maniére analogue, une énergie potentielle maintient une boucle de courant dans
un champ magnétique produit par d’autres boucles de courant. Cette énergie est
emmagasinée cette fois dans le champ magnétique comme dans une inductance
chargée capable, elle aussi, de fournir une énergie.
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En mettant en parallele un condensateur et une inductance, 1’énergie est transférée de
I'une forme a 'autre en alternance créant ainsi un circuit oscillant.

La détermination de I’énergie emmagasinée sert énormément lorsque vient le temps de
faire des calculs de force électrostatique ou magnétostatique sachant que

b
Wa = / F-dl oumieux F = VIV. (4.40)
a,l

4.7.1 Energie électrique emmagasinée

Pour déterminer I'expression de 1’énergie électrique, on peut procéder par deux maniéres
qui aboutissent a la méme conclusion (heureusement).

Avec une seule charge en présence ()1, amener une nouvelle charge ()5 de 'infini jusqu’a
une certaine position requiert un travail W, = QQ2V15 ot Vs correspond au voltage a la
position finale de la charge )5 produit par ();. En continuant d’assembler le systéme de
charges, on améne une charge ()3 de l'infini a sa position finale. Le travail nécessaire vaut
Wes = Q3Vi3 + Q3Va3. Le travail total électrique W, pour n charges s’exprime :

We = QQ‘/H + Q?’(‘/lB + ‘/23) + ...+ Qn(‘/ln + ‘/Qn + ...+ anl,n) . (441>

Il est intéressant de remarquer que le travail est identique en amenant une charge ()4
a sa position en considérant la charge (o déja a sa place i.e. Q3Vis = Q1V;. On peut
donc réécrire (4.41) pour n charges, comme suit :

W, = Ql(VQ1 + Vi +...+ an) + QQ(V})Q +Vip+...+ Vnz) + ...+ Qn_lvn’n_l . (4.42)

En sommant les équations (4.41) et (4.42), on déduit que

2W, = ii@l‘/ﬂ : (443>

i=1 j=1
J#i

Si, au lieu d’avoir des charges discrétes, le systéme consiste en une distribution volu-
mique de charges :

e les sommes deviennent des intégrales car Y Q; = fv pdv,

e les voltages deviennent une fonction de I'emplacement dans le volume V' (z,y, 2) en
considérant ’ensemble complet (une unité différentielle de charge d@) ne modifie pas
la fonction a cause de sa contribution non significative).

W, — % / / /V oV (@, 2)dv . (4.44)

Pour faire une association avec la notion de champ, il convient de remplacer p = V- D

Ainsi, on obtient :

selon I'équation de Gauss sous forme différentielle. Par une identité vectorielle, on a :

V.- (VD) = V(V-D)+ D (VV)
_E
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de sorte que maintenant

W, — %///V(V-(VDHD.E)CZU (4.45)

1
= // 5D Edv. (4.46)
Ve —

Le passage de 'avant-derniére a la derniére équation se justifie par le fait que, selon le
théoreme de Green, [, V - (VD) = §,VD -dS. Or, a grande distance d’une charge ou
d’une distribution de charges, le voltage décroit en 1/r et le champ de déplacement en
1/r? alors que la surface dS ne croit qu’en r%. L’intégrale sur S donne donc zéro.

Le terme a l'intérieur de l'intégrale de (4.46) posséde les unités de joules par unité de
volume soit une densité d’énergie; c’est la densité d’énergie électrique emmagasinée. On
le note w, : )

we:%D.E:%ebﬁ:%%. (4.47)

L’autre maniére de procéder passe par 1'énergie stockée dans un condensateur’ qui

vaut W, = %C’Vazb ou Vy, est la tension finale aux bornes du condensateur. Comme

e CVyp=0Q,= 565@ D - dS selon la définition de la capacitance;

o V= fab FE - dl avec dl en tout point dans la direction de la normale & la surface dS

on déduit assez rapidement que :

b
W, — & D-dS/E-dl:// 'p. Bav. (4.48)
2 Sa a V2

Comme I’énergie doit étre contenue a quelque part, c’est dans le champ électrique qu’elle
se trouve d’ou W, = W,.

Exemple 4.15

Un condensateur a plaque parallele est chargé directement par une source

tension V,. La source est ensuite retirée. La capacitance vaut C' = e% ou

A est laire de chacune des plaques et d, la distance entre les plaques du
condensateur.

"L’énergie est reliée a la puissance par le temps :

W= /ip(t)dtz /:v(t)i(t)dt.

Or, la relation v — ¢ aux bornes d’un condensateur s’exprime par i(t) = C % ce qui revient & écrire

T T 2 T
1
W, = / v(t)C% dt = / Colt)dv = C [”2“)] = SCV3

o0

puisque v(—00) — 0 et que v(T) = Vgp.
CQFD.
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» Donnez l'expression de la force qui agit sur les plaques.

On peut exprimer la force en passant par la loi de Coulomb (2.1) sur des
densités surfaciques de charge. Cela exige deux intégrales de surface entre des
éléments différentiels de charge d@Q1 = p1dS et dQs = pspdS avec R qui
varie selon les positions des deux éléments de charge. Quoique les intégrales
demeurent relativement simples, on veut utiliser ici le concept d’énergie em-
magasinée dans le champ électrique entre les plaques.

Pour trouver I’énergie emmagasinée, on peut soit choisir I'une ou 'autre des
expressions (équivalentes d’ailleurs) de W. (4.48) ou W, (4.47). On vérifie
aisément selon (4.48) avec C' = €4, que :

_ _ L AL,
We—WC—QedVO.

Si on augmente la distance entre les deux plaques par un incrément différentiel

dz tel que d' = d + dz, alors I’énergie emmagasinée devient :

1 A
r_ - 2
S R

La différence d’énergie dW, provient du travail virtuel effectué pour déplacer
I'une des plaques sur une distance dz, soit dW, = F'dz. On trouve donc que
la force électrostatique entre les deux plaques s’exprime :

2
b AW 1AV2(1 1 )NeAVO'

= 2dz e \d dxdz) T o2

La pression électrostatique P, peut étre simplement tirée selon le rapport F'/A.

Si la source reste branchée aux bornes du condensateurs, la force électrosta-
tique doit garder la méme expression alors que de I’énergie est fournie par la
source dWy = V,d@Q) = 6‘2‘2/02 pour transporter une charge d@) = V,dC a partir
du potentiel 0 jusqu’a V,. L’explication vient du bilan d’énergie qui s’écrit
maintenant dW, = dW, + dW, plutot que dW, = dW,, utilisé lorsque la source
est retirée.

4.7.2 Energie magnétique emmagasinée

Dés que l'on traite de magnétisme, c’est toujours un peu plus compliqué. Par contre, on
peut se fier sur une démonstration similaire a celle faite ’énergie électrique. Le probléme
vient du fait que la charge magnétique ponctuelle n’existe pas. On peut prendre a la place,
des petites boucles de courant produisant un champ magnétique que l'on assemble pour
former le systéme. Des forces magnétiques existent entre les boucles de courant, forces
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que l'on somme. On peut aussi y aller par le biais du calcul de puissance qui méne a
'énergie emmagasinée dans une inductance® qui vaut W; = %LI 2 ou I, est le courant final
traversant l'inductance.

Utilisant cette seconde maniéere plus simple, ’énergie magnétique emmagasinée W, se
détermine pour les étapes suivantes. Comme

o LI, =V = [[,B-dS selon la définition de I'inductance;

o [, = fc H - dl avec dl en tout point dans la direction de la normale a la surface dS
pour former un volume dv ;

on déduit assez rapidement que :

W, = lel//B-dS%Hdl (4.49)
2 S C

1
= // ;B Hdv. (4.50)
Vs ,

Le terme a lintérieur de l'intégrale de (4.50) posséde aussi les unités d’'une densité
d’énergie en joules par unité de volume. C’est la densité d’énergie magnétique emmagasi-
née w,, telle que :

1 1 1 B?
m=-B-H=-pH> = -—. 4.51
Wm =5 o # 2 1 (451)

Exemple 4.16
"
|
e HHBL - B
(LY y A
dz
T < goC =
Mra

FIGURE 4.24 — Electroaimant soulevant une plaque d’acier.

8Comme pour la capacitance, on écrit

W, = /_lv(t)i(t) dt = /1 %i(t) dt = /; Li(t)di = L [i2<t)]Too -l

puisque i(—o0) — 0 et que i(T) = I,.
CQFD.
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Un électroaimant en forme de U souléve une plaque d’acier. L’électroaimant
consiste en N = 5000 tours de fil enroulé autour d’un noyau de ferrite p,, = 10°
de section uniforme A. = 0.2m?. La longueur moyenne du noyau entre les deux
bouts de I’électroaimant atteint £, = 2m alors que la distance entre les deux
bouts (entrefer) vaut ¢, = 1.2m. La plaque d’acier a une perméabilité relative
de p,, = 103 et une épaisseur telle que sa section vaut A, = 0.015m?.

Exprimez le flux en fonction de z et des variables du systéme.

Selon (4.39) et le schéma du circuit magnétique, on déduit :

/
R, = ——— =80H!
PorfoAc
ly
R, = — = 63662H !
/’LTa/"LOAa
y4
Ry = foAe
v NI
R. + R, + 2R,

ou K, est la réluctance de 'espace d’air entre le noyau et la plaque d’acier a
chaque bout.

» Exprimez la force de levage de 1’électroaimant une fois la plaque saisie z = 0.

Par le concept d’énergie magnétique emmagasinée, le calcul est plus simple.
Il faut déterminer la différence d’énergie magnétique emmagasinée dans le
systéme lorsque la plaque est collée et lorsque la plaque est légérement décollé
par une distance dz.

L’énergie magnétique du systéme W, devient selon (4.50) et sachant que
B.A.=B,A, =V :

W - \1’_2 (A, n (A, zA.
"2 rotoAZ  fry floA2 toA2
\1,2
= 7(é)%chél?aJr2§)feg).

En utilisant ’expression du flux trouvée dans la premiére partie de la question,
on aboutit a :

(NT)? (N1)?

1 1
2R+ Ko + 2R, 2R+ R + 25

W =

La variation d’énergie magnétique emmagasinée se calcule simplement en pre-
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nant z = 0 puis z = dz soit :

1 (N2 1 (NI)?
2%, + R, 2§)%C+§Ra+2ﬁ
(NI)?2L

HoAc
(Re + Ra) (afec + R+ 2;@)
(NI)%dz
MOAC(%C + éRa)Q

aw,, =

N | —

procurant ainsi une force de levage égale a :

b (NIP
- [I’OAC(%C+%G)2 .

» Calculez le courant nécessaire pour soulever la plaque qui pése 600 kg.

En utilisant 'expression de la force de levage, on trouve :

F = mg = (600)(9.8) = 5880 N
(5000)212
(47 x 10-7)(0.2)(80 + 63662)2

Q

= (24482)I° .

En conséquence, le courant I doit étre supérieur a :

/ 5880
I >4/—— =049A.
=V 24482 049

4.8 Analyse de comportement en quasi-statique

Cette section, un peu spéciale, fait une démonstration du comportement en régime si-
nusoidal permanent a basse fréquence des deux configurations a la base des éléments de
circuit bien connus. On procéde a partir des équations de Mazwell sous forme différen-
tielle sans faire allusion au cas statique. On solutionne les équations itérativement et non
globalement comme il sera fait plus tard avec I’onde plane.

La structure de base utilise deux plaques rectangulaires parfaitement conductrices,
paralléles et séparées par un matériau sans perte (e, p et o = 0) d’épaisseur d. Les plaques
ont une largeur w, une longueur ¢. On suppose aucun effet de bord, i.e. que les plaques
sont considérées comme une portion de deux plaques infinies ou encore, que la dimension
d est petite. Les champs seront donc uniformes a l'intérieur du matériau entre les deux
plaques dans une section plane z = cte.
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FIGURE 4.25 — Structure & deux plaques conductrices paralléles court-circuitées simulant une
inductance.

4.8.1 Inductance

Dans le premier cas, on court-circuite une extrémité des plaques (celle & z = 0 pour
faciliter les choses) sur toute la largeur tandis qu’on alimente 'extrémité opposée par une
source courant qui débite de fagcon uniforme sur la largeur. Le tout est illustré sur la figure
4.25. Les plus perspicaces verront une boucle de courant qui simule une inductance.

La premiére étape étudie la réaction en mode quasi-statique lorsque la structure est
alimentée par un courant I,. Un courant de surface existe sur les plaques ayant une
densité :

_ L =
J, = { L w s POUnT 0 (4.52)
Za, pour x =d .

Par I’application des conditions aux limites de la composante tangentielle, on conclut
que le champ magnétique uniforme dans le matériau est orienté suivant 'axe (—a,) et
qu’il a une amplitude de % :

I,
H=—-—a, pour 0<z<d (4.53)
v O<y<w
et —0<z<0.

Il est nul partout ailleurs.

Le flux magnétique lié au courant est simplement le flux traversant une section trans-
versale aux plaques soit U = pH,(¢d). On peut déduire immédiatement I’expression de
I'inductance qui sera utile plus tard dans la démonstration :

v whld
L=—=—. 4.54
T (4.54)
Si le courant est sinusoidal, on utilise la notion de phaseur donc I = I, et :
_ 1,

L’indice 0 est rajouté pour indiquer qu’il s’agit d’'une composante du champ proportion-
nelle & la puissance zéro de la fréquence.
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Comme le champ magnétique varie dans le temps, il doit exister un champ électrique
suivant les équations de Mazwell. I’expansion de I’équation de Faraday sous forme diffé-
rentielle avec des phaseurs donne (aucune variation suivant x et y) :

OE, _ I,
= —jwpu Hypy = jwpu— 4.56
P jwpHyo = jwp (4.56)

qui a comme solution générale :
_ ] 1, _
E.q = jup—z + C.
w

La constante C' est déterminée par l’application de la condition aux limites du champ
électrique tangentiel & 2 = 0. Il faut que [E,].—o = 0 car il ne peut y avoir de composante
tangentielle du champ électrique sur un conducteur. Ainsi, avec C' = 0, on obtient :

I,
E. = jw,ugz. (4.57)

Avant de poursuivre, il est bon d’ouvrir une parenthése pour montrer que 'une des
deux expressions des champs (4.55) et (4.57) — lesquelles correspondent aux expressions
dans le cas quasi-statique ot la composante du premier ordre en fréquence est largement
celle prédominante — établit la réaction de I'inductance obtenue dans la théorie des circuits.
En effet, a 'entrée de la structure, 'expression du champ électrique en basse fréquence
(indice bf) se limite & celle du premier ordre soit :

= = i
[Embf]z=*€ ~ [Eﬁfl]Z:*Z = _ng I,

et la tension développée aux bornes de la source courant vaut :

d
iy = / (By]e ydr = d[Be (4.58)

0

7
- jwlu_ ]0

W

<~
L

soit, fin de parentheése :
Vip = jwLl, ! (4.59)

Jusqu’ici, on a vérifié 'équation de Faraday, mais a-t-on satisfait celle d’Ampere. La
réponse est non ; il faut donc poursuivre le développement pour les composantes d’ordres
supérieurs en fréquence qui méne a une série convergeant vers la solution électromagné-
tique. Il y a cependant quelques détails a préciser au préalable :

e Les conditions aux limites s’appliquent pour déduire la valeur de la constante résul-
tant de l'intégrale indéfinie.

e Pour le champ électrique, aucune composante tangentielle a chaque puissance en
fréquence ne doit exister en z = 0.
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e Pour le champ magnétique, on force un courant fixe a l’entrée dont la densité vaut
Jso = % On convient que la densité de courant peut varier suivant z et qu’il est
probable que la densité a z = 0 soit tout-a-fait différente de celle & z = —¢. On
applique donc la contrainte a I'entrée z = —¢. Or la composante statique Hy satis-
fait pleinement et a elle seule, la condition aux limites imposée sur la composante
tangentielle [Hy].—_, = Js; les autres composantes d’ordres supérieurs du champ
magnétique tangentiel doivent par conséquent étre nulle & z = —/.

En y substituant (4.57) dans I’équation d’Ampére avec phaseurs, il découle :
—Y¥ — —jweE, = W*ue2z .
w

La solution générale est :

_ 1 1,
Hy = Ewuewz +C

dans laquelle la constante C' est déterminée par le fait que les composantes d’ordres

supérieurs de H, sont nulles & 2 = —/. Ainsi, on obtient :
_ 1 I,
Hyg = 5&]2#6; (22 — 62) . (460)

En recommencant de la méme maniére depuis le début avec 1’équation de Faraday et
la composante H,, on trouve la composante du troisiéme ordre en fréquence du champ
électrique E,3, puis celle du quatriéme ordre en fréquence du champ magnétique H,,
puis celle du cinquiéme ordre en fréquence du champ électrique E,5 et ainsi de suite. Par
exemple, de (4.55) dans laquelle on remplace I:Iyo par Hy2 et on applique la conditions
aux limites, on déduit :

— 1 I, 23
E.3 = j§w3u2€; (% —?z2) .
Finalement, a 'entrée z = —/ :
_ 1 I,
[Exsl=—e = —jgw?’u%ﬁ_ (4.61)
_ 9
[Besl.o oy = =iz’ 6265 (4.62)

Il faut bien comprendre que le champ électrique & 'intérieur du matériau sans perte
est la somme de toutes les composantes aux différents ordres en fréquence. Cette somme
infinie converge vers une valeur bien connue :

[Edlieme = [Eatlime + [Ex:s]z:—e + [Egslim—e- .- (4.63)
= —j\/g%( Vel + = (w\/_é) 15@@@)5...) (4.64)

tan(w\/ﬁg)
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Bt = 3y 22 tanoet) (4.65)

Cette derniére équation (4.65) reste valide quelle que soit la fréquence. Cependant, on
prouve facilement que le cas quasi-statique est respecté si on pose la condition suivante &
savoir w,/pel < 1 soit :

f (4.66)

1

On observe avec grand intérét que la fréquence pour laquelle le comportement de 'induc-
tance suit celui indiqué dans la théorie des circuits dépend des dimensions de la structure.
A partir d’une certaine fréquence, le cas quasi-statique n’est plus applicable et il faut
passer a la théorie des micro-ondes. On pourrait riposter en disant qu'une solution est de
diminuer la taille des structures ce qui permet de pousser plus loin la fréquence limite.
Malheureusement, on ne peut sans cesse miniaturiser les structures sans qu’interviennent
des problémes d’ordre :

e mécanique — la construction relévera du défi,
e thermique — il faut dissiper la puissance via la surface,
e physique méme — transistors dont la base n’aurait que quelques atomes d’épaisseur !

C’est 1a que les choses se compliquent et que se jouera ’avenir.

Une autre observation intéressante (en particulier lorsqu’on traitera des lignes de trans-
mission en régime sinusoidal permanent) peut étre tirée de cette analyse. Avec (4.65) dans
I’équation (4.58) découle une relation entre V et I qui permet d’obtenir I'impédance vue
a 'entrée » = —¢, impédance qu’on note par Z,, :

Zin = j\/Eg tan(wy/pel) . (4.67)

€W
N—— B
Zo

4.8.2 Condensateur

Dans le second cas, on laisse ouverte l'extrémité des plaques sur toute la largeur ; I’alimen-
tation a I'extrémité opposée est une source tension V = V,, uniforme sur la largeur. Sur la
figure 4.26, on reconnait immédiatement un condensateur. L’analyse pour la structure ca-
pacitive suit le méme patron que l'inductive de la sous-section précédente. La présentation
sera donc plus condensée.

Encore une fois, les constantes C' issues des intégrales indéfinies, sont déterminées par
I’application des conditions aux limites des champs tangentiels. Par contre ici :

e l'absence de courant de surface a l'extrémité, force les composantes de tout ordre
en fréquence du champ magnétique & étre nulles & z = 0;
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l x
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| - —_—ps—_ —:_/ 4
| — — — — | W
z=—/ Yy

FIGURE 4.26 — Structure a deux plaques conductrices paralléles (en circuit ouvert) simulant une
capacité.

e la tension a l'entrée V' =V, est obligatoirement fixe de sorte que la condition aux
limites de E, est satisfaite a 'entrée avec juste la composante statique; les autres
composantes d’ordres supérieurs doivent valoir zéro a z = —/.

On peut d’ores et déja identifier la composante statique du champ électrique —il n’y a
pas de composante statique du champ magnétique. La géométrie impose un champ orienté
dans la direction (—a,) et d’amplitude % :

(4.68)

L’étape suivante consiste a entrer E,q de (4.68) dans la loi d’Ampére pour déduire H,,.
Donc, on obtient :

o,

0z

o

Jwe Eyo jwed

ce qui donne :
_ A _
H, = Jwe- % + C.

Comme il n’y a pas de courant surfacique sur les plaques a z = 0, il faut que [f_fy]zzo =0
On trouve alors C' = 0 d’oit :

- Vo
Hyl = jWGEZ . (469)
Il faut maintenant prendre H,; dans I'équation de Faraday pour fermer la boucle, vérifier
la condition aux limites du champ électrique tangentiel & z = —¢. On reprend tout a

partir de 'équation d’Ampére avec E,, et ainsi de suite, d’ott :

_ 1 v,
Eu. = QWQ,LLEE (22 — ) (4.70)

_ 1 v,

Hyp = —j 6003/1,623 (2% — 30%2) (4.71)

En continuant le développement, on trouve que le champ magnétique a 'entrée z = —/¢
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est une série infinie de puissance en fréquence qui converge vers :

[Hy]Z=—€ = [Hyl]z——ﬂ + [HyS]z——ﬁ "’ [HyB]Z——Z (4-72)
= —J \/E— (w\/_f + = (w\/_ﬁ) 5(w\/ﬁé)5 . ) . (4.73)
tan(w\//ﬂé)

ou

B, = j\/g % tan (w7l (4.74)

Comme le courant a l’entrée, noté I, correspond a w [Hy]zz_g7 on peut obtenir une
relation Vj, /I, et déduire 'expression de I'impédance vue & entrée (voir 'équation (4.67)
pour les définitions de Z, et de f3) :

- 1 1
Zin = - ) 1
W]\/% 5 tan(w, /1€l
= —jZ,cot(Bl) . (4.75)

Le comportement est bien celui d’'un condensateur & basse fréquence, i.e. lorsque
wy/11el < 1 comme en (4.66) ; car, suivant cette condition, on a :

7 1
inyg Wj\/%éw /el
1

elw
JwW ——

- — 1 (4.76)
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Exercices

Question 1

Une charge est distribuée avec une densité p = p,r/a, ou p, est une constante dans
une région cylindrique r < a. Exprimez D partout dans I'espace.

Question 2

Un assemblage est constitué de deux cylindres coaxiaux. Le premier cylindre est plein
et posséde un rayon 3a; le second est creux avec un rayon interne 4a et une épaisseur
a. Les cylindres sont assumés infiniment longs suivant ’axe z sur lequel ils sont centrés.
Un courant I circule dans la direction z* sur le cylindre interne avec une densité volu-
mique uniforme ; il revient par le cylindre creux externe avec, encore une fois, une densité
volumique uniforme. Exprimez H partout dans I’espace.

Question 3

Deux sphéres conductrices concentriques creuses et minces ont des rayons a et b (b =
2a) respectivement. Elles sont séparées par un diélectrique de permittivité ¢ = 2¢,. La
plus petite sphére est remplie d’air. Une densité surfacique de charges p,, = 2@%’ C/m?
couvre la plus petite tandis qu'une densité surfacique de charges de py = —ps, couvre la
plus grande.

Exprimez le champ électrique en fonction de r (puisque F est indépendant de 6 et ¢
par symeétrie).

Question 4

Dans une région de l'espace existe un champ statique E = yza, + zza, + vya..
Déterminez la différence de potentiel entre chacune des paires de points suivantes :

a) (2,1,1) et (1,4,0.5);

b) (2,2,2) et (1,1,1).

Question 5

Soit un cable coaxial dont le conducteur interne a un rayon a et le conducteur externe,
un rayon interne b. Les conducteurs sont parfaits, ce qui implique des densités de courants
surfaciques et charges surfaciques lorsque les conditions aux limites sont appliquées. En
supposant une différence de potentiel V, entre les deux conducteurs (celui externe est au
potentiel 0), utilisez I’équation de Laplace en coordonnées cylindriques

12< 8V) 10V 0*V

ror \ar ) Trag T =0

pour déduire partout dans la région entre les deux conducteurs :
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a) l'expression du potentiel en fonction de V, et r;

b) et de 14, 'expression du champ électrique.

Question 6

a;

Trois bandes conductrices infiniment longues forment un arrangement dont la section
est reproduite ci-dessus. La région entre les trois bandes (domaine de définition) est maillée
avec des noeuds équidistants d’'une distance d.

Ecrivez le set d’équations a résoudre par la méthode des différences finies. De 14,
approximez le potentiel aux points d’échantillonnage 1, 2 et 3.

Question 7

On applique une tension de 2 V sur un conducteur carré infiniment long centré a
'intérieur d’un autre conducteur carré a la masse (0 V). La région entre les conducteurs
(domaine de définition) est maillée avec des noeuds équidistants d’une distance d. A cause
de la symétrie, seules deux valeurs distinctes de potentiels sont possibles.

Approximez V; et V5 par la méthode des différences finies.
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Question 8

Vi Ve Vi Ve Vi

Y a,

ov —

La section d’un arrangement de conducteurs infiniment longs dans la direction normale

est reproduite ci-dessus. L’arrangement est répété a l'infini. La région entre les conducteurs
(domaine de définition) est maillée avec des noeuds équidistants d’une distance d comme
montré. Approximez :

a) le potentiel aux points d’échantillonnage 1, 2, 3, 4 et 5;
b) le champ électrique au point 2;

c) la densité surfacique de charges au point p.

Question 9

Déterminez :

a) 'espacement entre les deux plaques de dimension 10 x 10 ¢m d’un condensateur a
plaques paralléles de 10 pF dont lorsque le diélectrique a une permittivité e = 2.25¢, ;

b) le rayon a et b = 2a de deux sphéres conductrices concentriques séparées par un
di¢lectrique de permittivité e = 2.25¢, produisant une capacitance de 10 pF';

c¢) la rayon d’une sphére conductrice isolée dans le vide ayant une capacitance de 10 pF.

Question 10

Soient deux plaques conductrices infinies paralléles et espacées d’une distance d qui
réalisent un condensateur. Entre les deux plaques, on place deux diélectriques différents :
I'un d’une épaisseur d; et d’une constante €, ; 'autre d’une épaisseur dy (d = d; + ds) et
d’une constante €,9. Le tout apparait sur la figure ci-dessus.

a) Sila plaque supérieure est au potentiel V, et celle inférieure a 0, évaluez le potentiel a
Iinterface entre les deux diélectriques;

b) exprimez la capacitance par unité de surface.
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Question 11

1

Une fil conducteur est enroulé avec N tours, autour d’'un tore magnétique ayant une
section rectangulaire b x ¢ comme sur la figure ci-dessus. Exprimez I'inductance de cette
bobine toroidale.

Question 12

Soit le tore magnétique de l'exemple 4.14 et dont le schéma du circuit magnétique
équivalent apparait sur la figure 4.23. Trouvez la valeur si V,,, = NI = 200 A - tours :

a) du flux circulant dans la section GFAB ;

b) du champ d’induction magnétique dans U'entrefer Bepire fer-

Question 13

Un ballon sonde en papier d’aluminium est gonflé par pression électrostatique produite
en répartissant des charges électriques a la surface du ballon. Soit un ballon de rayon
a = 2m avec une charge totale Q = +1074C.

a) Exprimez la variation d’énergie électrique emmagasinée si la rayon du ballon augmente
d’une valeur dr;

b) Déduisez la pression électrostatique sur la paroi.

Question 14

bobine i
cadre IV,

petits entrefers
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Un galvanomeétre est constitué d’une armature ferromagnétique p,, = 500 dont la
section carré vaut ¢ X ¢ = 1 em x 1 ¢m, de longueur moyenne ¢, = 8 cm et dont I'entrefer a
une forme cylindrique. Dans cet entrefer est placé une bobine ferromagnétique p,, = 103
de rayon 7, = 0.5c¢m comportant 40 tour de fils formant un cadre. La bobine et son
cadre peuvent pivoter librement. Un aimant dans I’armature produit un potentiel scalaire
magnétique NI = 200 A - tours.

La forme de I'entrefer et de la bobine fait en sorte que le flux dans les petits entrefers
qui séparant ’armature de la bobine d, = 0.5 mm, est radial avec une densité uniforme.
On considére que la réluctance de la bobine correspond & celle d’une bloc de longueur
égale a {, = 2r, = 1 cm avec une section identique a celle de 'armature.

a) Calculez la densité de flux dans les petits entrefers

b) Si un ressort ayant une constante de rappel de couple k = 2 x 107N - m/° est relié
au cadre, calculez sur quel angle 6 le cadre pivote avec un courant de 2mA dans le

fil du cadre.
Réponses :
Lt <
1. D = D.(r)a, avec D,(r) = { 3a,
B r>a.
Ir
Toma? r < 3a
ﬁ 3a <r<4a
2. H = Hy(r)a, avec Hy(r) = L <25(§z;r2> la <1 < 5a
0 r > bHa .
0 r<a
8. E =E.(r)a, avec E.(r)=<¢ 5 V/m a<r<b
2 V/m r>b.

4o a) Vay=0;b) Vo= —TV.

5.a)V=V2M. ) F =

v,
°In(a/b) ’ rn(b/a) -

6. Vi=(Va+28)/4, Vo= (Vi+V3)/4, V5= (Va+28)/4;
par symétrie Vi = V3 =8V Vo =4V ;

7. Vi=08VetlVo=041V.

8 a) Vi =41V, Vo =405V, V3 =38V, V, =71V, V5 =80V
b) [Els=—-8a,+ Za,V/m; c) [ps], = —38¢,/d C/m*.
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10.

11.

12.

15.

1.

9. a)d=199cm;b) C= g A donc a = 2cm ;

Ta—1/b
c) prendre b — oo, r = a =9cm.

a) El - Ezla'z et €1E1z1 - 62E227 [V]z:dl = —tradi__ V; ;

€roditer1da
_ €1€2 _ €o€ri1€r2
b) C/A T eaditerds  epoditerids”

B=ut L= [LN € In(l+b/a).

a) Vearap = 226 X 10~ Wb N

b) Uip = Uentreser = Vi = 33.36 X 1078 Wb, Bengreser = 0.1112Wh/m?.

a) dW, ~ — Sg:dgg puisque dv = 4ma’dr ;
b) P, = 327f22—a4 = 0.2235 N/m? sachant que P, = dW”/dT avec S = 4ma?.

@) Reontrefer = 5.066 x 106H, Woppreser = U = 17.41 x 10-SWb,
donc Beptrefer = 0.2217TWb/m? ;
b) T = Fry,=2x (B(NI)c)r, = kf[°], 0 = 8.9°.






Chapitre 5

Onde plane uniforme

5.1 Introduction

L’onde plane uniforme est une solution trés simple des équations de Mazwell. Une telle
onde n’existe cependant pas dans la réalité car il faudrait une source infiniment grande
pour la produire et la puissance d’une telle source serait aussi infinie. Néanmoins, ’onde
plane présente des caractéristiques intéressantes qui se retrouvent localement sur des ondes
provenant de sources réelles. On peut de plus exprimer toute onde électromagnétique
comme une somme d’ondes planes. Celles-ci forment une base orthonormée conceptuelle-
ment simple sur laquelle on peut projeter toutes les ondes possibles.

Il est également possible de représenter toute onde comme une somme de sources
ponctuelles. L’onde émise par une source ponctuelle dans un milieu uniforme et isotrope
est normalement sphérique : I'onde voyage a la méme vitesse dans toutes les directions,
donc chaque point d’un front d’onde doit étre, pour un temps fixe, a égale distance de
la source. L’équivalent dans le plan est le caillou jeté dans I'eau qui produit une onde
circulaire s’éloignant de I’endroit ou est tombé le caillou. La sphére en grandissant présente
une surface qui devient de plus en plus plane. On peut également faire ’analogie avec le
fait que la Terre a été longtemps supposée plane car la région de visibilité de chaque étre
humain est trop petite pour que la courbure du sol soit importante. La Terre est donc
localement plane; une planéte plus imposante posséderait une région localement plane
encore plus grande.

La simplicité des calculs, ’analogie qui peut étre faite pour des ondes réelles et le fait
qu’elle forment une base font qu’il vaut la peine de s’attarder aux ondes planes. Celles-ci
permettent de mieux comprendre les mécanismes de la propagation libre autant que celle
guidée par une ligne de transmission.

5.2 Rappel : équations de Mazxzwell, relations constitu-

tives

Au chapitre 3, les équations de Mazwell sont dérivées. Les équations de Faraday, d’ Ampere
de méme que les relations de Gauss ont été obtenues :
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oB
EFE = —— 1
V x 5 (5.1)
D
V-D = p, (5.3)

V-B = 0.

La forme différentielle est utilisée ici car elle est plus pratique afin d’obtenir des solutions
pour chacun des champs.

Dans ces expressions F est le champ électrique, H est le champ magnétique, D est la
densité de flux électrique, B est la densité de flux magnétique, J est la densité de courant
électrique et p est la densité de charge électrique. Chacune de ces quantités peut varier
dans le temps et dans l’espace.

Les équations de Mazwell sont des équations différentielles spatio-temporelles impli-
quant des dérivées de premier ordre et couplant le champ électrique et le champ magné-
tique. Tout champ électromagnétique doit satisfaire ces équations. Il est donc possible
de vérifier si une expression mathématique correspond a un champ physique possible en
testant ’expression dans les équations de Mazwell.

Il y a deux variables distinctes pour chacun des champs afin de tenir compte de I'impact
des matériaux. Au chapitre 2, les liens entre les couples (E, D) et (H, B) sont établis :

D = ¢F,
B = uH,

ol € la permittivité électrique et p la perméabilité magnétique encapsulent les propriétés
du milieu de propagation. Ces relations constitutives (ou matérielles) tiennent compte
de deux aspects. Premiérement elles établissent les liens entre les champs lorsqu’il n'y a
pas de matériau (propagation dans le vide). Dans ce cas € = ¢, = 8.854 x 107'? F/m et
U=ty = 1.256 x 107% H/m sont des constantes.

En second lieu, lorsque le champ électromagnétique est dans un milieu constitué
d’atomes, les nuages électroniques réagissent a la présence des champs et produisent eux-
mémes des champs qui viennent s’ajouter a ceux imposés et modifient ainsi le champ
total. L’effet du matériau est contenu dans sa permittivité et sa perméabilité relatives
telles que € = €,€, et = poftr.

Il importe de garder a l’esprit que les quantités € et p sont des fonctions qui peuvent
varier dans l’espace et dans le temps.

5.3 Equation d’onde dans un matériau sans perte

Dans la recherche de solutions aux équations de Mazwell, il est pratique de découpler les
équations. L’objectif est ici d’obtenir une équation uniquement pour le champ électrique
et une autre pour le champ magnétique.
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Afin de simplifier 'analyse, il est supposé que les paramétres du matériau (e et p) ne
changent pas en fonction du temps (invariants), sont les mémes en tout point de ’espace
(milieu homogene) et dans toutes les directions de propagation (milieu isotrope). Ainsi
les perméabilité p, et permittivité €, relatives sont des constantes.

De plus, il sera initialement plus facile de considérer le cas ol le courant est nul J = 0.
Cela revient a supposer que le matériau est a conductivité électrique o nulle, car J = o FE,
selon les résultats des chapitres 2 et 3. A la fin du présent chapitre, il deviendra évident
que de tels matériaux a conductivité nulle permettent la propagation sans perte des ondes
électromagnétiques.

5.3.1 Développement de I’équation d’onde

En utilisant les relations constitutives, on peut écrire les équations de Maxwell en éliminant
D et B. Pour les équations de Faraday et d’Ampére, le résultat est :

OH
OF
H = ¢—. .
V x € (5.8)

ou la permittivité € et la perméabilité p sont mises devant les dérivées car elles sont
supposées invariantes en temps et ou la densité de courant (J) a également été supposée
nulle.

Avec l'objectif de découpler ces deux équations, il appert que de prendre le rotationnel
de I'une des deux produit un terme directement proportionnel a l'autre équation. Par

exemple :
H
Vx(VxE) = Vx(— aa—t) (5.9)
o0H
= - il 1
uV x B (5.10)
oV x H
= —U—- A1
. (5.11)
O’FE
= —pes (5.12)

Dans ces manipulations, p peut étre mis devant le rotationnel car il est supposé constant
spatialement (milieu homogeéne et isotrope), 'ordre des dérivées spatiales (le rotationnel)
et temporelles peut étre interchangé sans probléme et l'invariance temporelle de € est
utilisée pour le placer devant la dérivée seconde temporelle & la derniére étape.

Le membre de gauche de 1’équation 5.12 peut étre simplifié en se rappelant une identité
vectorielle :

Vx(VxE) = V(V-E)-V?’E (5.13)

Si 'onde se propage dans un milieu sans source de champ, alors la relation de Gauss
impose que V - E = 0. Il découle qu'une onde électromagnétique se propageant dans un
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milieu invariant, homogeéne, isotrope et sans source doit satisfaire :

0*E

2 —
V°E = He g

(5.14)

Cette équation est couramment nommée «Equation d’onde ». Elle exprime un seul
champ, E a 'aide de dérivées spatiales (le Laplacien) et temporelles de second ordre. Une
équation équivalente pour H est obtenue en prenant le rotationnel de I’équation d’ Ampére
et en suivant le méme processus.

En ayant trouvé une solution pour le champ E, on peut retrouver le champ H qui lui
est lié en utilisant 'équation de Faraday (5.10)

Tout champ électrique qui peut exister dans un milieu invariant, uniforme, isotrope,
sans source et de conductivité nulle doit satisfaire I’équation d’onde. Cette équation a
permis aux pionniers de 1’électromagnétisme de prédire que les champs électriques et
magnétiques allaient produire des ondes auto entretenues et se propageant.

5.3.2 Onde plane uniforme se propageant selon 2

Afin de mieux comprendre I'équation d’onde et de bien saisir sa nature propagative, il
est utile d’étudier un cas simple. L’équation (5.14) peut d’abord étre écrite en rendant
explicites les dérivées spatiales et les composantes du vecteur de champ, dans un systéme

cartésien :
0 9* 0?7 0*(E,ay+FE,a,+FE.a;)
(50 e iz (Bt By Beas) = e o0 - (619

Il est trés important de remarquer que ’équation (5.15) est en réalité la combinaison
de trois équations différentielles indépendantes : une pour chacune des trois composantes
du champ. Le probléme peut ensuite étre réduit en considérant uniquement certaines com-
posantes du champ et certaines dérivées spatiales. Par exemple, les suppositions suivantes
peuvent étre utilisées :

e les champs sont uniformes dans un plan : ici z =cte, donc toutes les dérivées par
rapport a x et a y sont nulles;

e les champs n’ont qu’'une composante — on choisit 'axe x pour le champ électrique.

En réalité, ces hypothéses sont réalisées en connaissant déja le résultat souhaité : c’est
I’onde plane uniforme. En imposant les dérivées nulles en z, et en y, le champ sera, pour
une coordonnée z, donnée, constant pour toutes les valeurs de z, et de y. Les surfaces
pour lesquelles le champ E est constant forment des plans perpendiculaires a I'axe z. On
parle alors de front d’onde plan.

Cette premiere hypothése permet d’écrire I’équation d’onde pour une onde plane ayant
ses fronts d’onde plans perpendiculaires & I'axe z :
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0* 0*(Ezas + E E.a.
(—) (Eyaq + Eyay + E.a,) = pe (Fuaq + Byay + a). (5.16)

022 Of2

Il est encore une fois clair qu’il s’agit de 3 trois équations différentielles indépendantes.
La solution pour chacune des composantes ne dépend pas des autres. On pourra trouver
une solution pour la composante en x, et une autre pour la composante en y, ou en
z. Il convient toutefois de remarquer qu’il s’agit en fait de trois fois la méme équation.
L’analyse pour une seule composante sera donc suffisante pour une compréhension plus
générale.

Considérons d’abord la composante F, du champ. L’utilisation de I’équation de Fara-
day (5.7) exige de calculer le rotationnel du champ E. Or, les dérivées en z et en y ont
été imposées nulles par la premiére hypothése. Cela implique que le seul terme possible
est de la forme F,(a, X a,) ou le produit vectoriel est également nul. Il en découle que la
dérivée du champ H doit étre nulle : le champ H doit étre statique. En insérant ce champ
statique dans I’équation de Faraday (5.8), on constate que le champ E doit également
étre statique. Il en ressort que la composante du champ perpendiculaire aux fronts d’onde
plans ne peut pas donner lieu a une perturbation spatio-temporelle qui de propage.

Restent les composantes E, et E,. On s’attend a un résultat similaire dans les 2
cas car une rotation du systéme de coordonnée autour de ’axe z permet d’échanger une
composante pour ’autre. Il est donc concevable pour débuter de ne considérer qu’une seule
composante, en oubliant pas que 'autre composante peut également exister de maniére
indépendante.

La seconde hypothése mentionnée plus haut revient a imposer E, = E, = 0 et a
considérer uniquement 1’équation pour la composante en x :

0*E, B 0*E,
02— Mor
Le probléme de trouver le champ électrique consiste a résoudre cette équation différen-

(5.17)

tielle spatio-temporelle du second ordre, La quantité E, sera une fonction de z et de t. Le
champ est vectoriel et exprimé comme :

E=F,(z1t)a, . (5.18)
L’application de I’équation de Faraday permet de retrouver le champ H. Ici :
oF, 0H,
= — 5.19
BE "ot (5.19)

On aurait pu procéder a partir du champ magnétique H pour trouver une relation
similaire & (5.14) en remplagant simplement E par H. Dans ce cas, I’équation unissant
E, et H, pour une propagation selon z (correspondante a (5.19)) serait :

_on, _ 0B,
0z ot
En plagant (5.19) dans (5.20), on retrouve effectivement (5.17). Le champ FE et le champ

(5.20)

H obéissent donc tous deux a I’équation d’onde.
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5.3.3 Solution a I’équation d’onde temporelle

On vérifie que la solution générale de I’équation d’onde — laquelle est une équation aux
différences partielles du deuxiéme ordre — est :

E.(z,t) = ET f(t - z\/pe) + E7 g(t %T— NS (5.21)

ou f(+) et g(+) représentent deux fonctions quelconques — appelées fonctions spatio-tempo-
relles — des variables ¢ et z. Ces fonctions de méme que les constantes E et £~ dépendent
de la source qui génére l'onde. Il est logique que la forme de 1'onde soit celle de la source
avec plus ou moins de retard ou d’atténuation dans ’espace : avec une antenne qui émet
un signal carré, on devrait observer une onde carrée de méme fréquence a la réception.
Quant aux constantes ET et E~, elles sont liées a la puissance de la source et peuvent
étre déterminées grace a l’application des conditions aux limites sur la source, un peu
I’équivalent des conditions initiales pour des équations différentielles en circuit.

La solution correspondante pour Hy(z,t) est déduite en substituant (5.21) dans (5.19) :

Uy [ e - B i)

donc

H, = H" f(t—2ype) + H g(t + 2/pe) (5.22)

_ \/%/6 (E+ N g(t+z\/m)) . (5.23)

4

5.3.4 Observations

On se doit d’ouvrir ici une parenthése. Quoique 1’étude se limite aux ondes planes uni-
formes se propageant dans un matériau sans perte, des observations peuvent étre faites,
lesquelles demeureront valides méme dans le cas plus général d’'un matériau quelconque.

A Ao(t—22) A Ao(t+22)

»
L

| 4 y 4
15 -1 =05 0 05 1 15 zm) -15 -1 =05 0 05 1 15 z(m)

FIGURE 5.1 — Déplacement d’une fonction spatio-temporelle Ag(t F 22).
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Les fonctions spatio-temporelles f(-) et g(-) sont toutes deux reliées au signal émis par
la source. Elles sont donc similaires entre elles et similaires au signal émis. La différence
apparait dans le signe devant z a l'intérieur de leur argument.

e Comme le temps croit, il faut que z augmente au fur et & mesure que le temps
progresse afin de conserver I'argument constant ¢ — z,/ue =cte. C’est I'inverse pour
Iargument ¢ + z,/jt€ =cte. En fait, la représentation de la fonction f(t — z,/ue€)
au temps t = 0 puis au temps ¢t = 1 et ainsi de suite, montre que le signal se
déplace dans la direction positive de 'axe z qu’on note en z+; et vice-versa pour
g(t+zy/p€), en z—. Ceci explique pourquoi les termes E* et £~ devant les fonctions
spatio-temporelles sont surmontés des indices + et — respectivement : I’onde positive
et négative selon leur direction de propagation.

e Le déplacement du signal en fonction du temps dépend de la constante associée

au terme z — ici lorsque o = 0, la constante vaut ,/ue. Plus la constante diminue,
1
N

plus le déplacement est grand. Or, les unités de cette constante montrent que
correspond & une vitesse appelée vitesse de propagation v,.

La figure 5.1 illustre le cas d'une fonction As(t F 2z) en fonction de z & deux temps
différents. On peut observer le déplacement du signal dans des directions opposées & une
vitesse de % m/s. Les deux signaux peuvent exister simultanément tels un signal émis et
un signal réfléchi; ou I'un sans l'autre.

Les expressions des champs électrique et magnétique se ressemblent beaucoup mais
comportent aussi quelques différences :

e L’amplitude des composantes du champ magnétique H* et H~, est proportionnelle &
celle des composantes du champ électrique via le terme ﬁ On vérifie que le terme
V1€ possede les unités d’une impédance — en 2 — ce qui explique son appellation
d’impédance intrinséque 7 du matériau.

e Il y a ensuite un changement de signe qui affecte la fonction g(-) qui se propage
dans la direction négative de l'axe z. Ce changement de signe a des implications
beaucoup plus importantes qu’il ne parait. Il permet d’identifier dans quelle direction
se propage 'onde et fait en sorte que des solutions autres que triviales deviennent
possibles lorsque I'onde passe d’un milieu & un autre.

5.4 Onde sinusoidale dans un milieu quelconque

Pour pousser I’étude de l'onde plane uniforme un peu plus loin, il est avantageux de
travailler avec les phaseurs dans le régime sinusoidal permanent. La raison est double :

e les équations aux différentielles partielles deviennent plus simples a solutionner ;

e on sait qu’avec la transformée de Fourier tout signal peut se décomposer en une
somme de composantes sinusoidales & des fréquences différentes, avec des déphasages
et des amplitudes spécifiques.
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On peut maintenant analyser le comportement de ’onde électromagnétique dans un milieu
général i.e. dans un milieu dont la conductivité n’est pas nécessairement nulle.

Pour débuter dans le mode sinusoidale permanent, il faut prendre les fonctions spatio-
temporelles suivantes (on rappelle que dans un milieu ayant ¢ = 0 comme celui de la
section précédente, /€ = 1/vp)

7C) } = cos(w(t F z/vp))
= cos(wt F fz) (5.24)
ou on définit ce qui deviendra la constante de phase :
w
= —. 5.25
p= (5.25)

On reprend les équations de Mazwell sous forme différentielle avec les différences sui-
vantes :
L. ) ~ , .
e toutes les dérivées par rapport au temps 5; peuvent étre remplacées par jw;

e le courant de conduction existe dans le matériau; on conserve donc le terme de
densité volumique de courant J.=ocF;

e les quantités temporelles sont remplacées par leur phaseur respectif et des constantes
complexes peuvent en découler.

Les nouvelles équations correspondant aux équations (5.19) et (5.20) s’écrivent :

dE, R

i- = —jwuH, (5.26)
dH, _
d_zy = —(0+ jwe)E, . (5.27)

On note que F, est le phaseur du champ électrique tel que E,(z,t) = Re{F,(2)e’'} et
de fagon similaire pour Hy' L’équation d’onde en régime sinusoidal permanent dans un
milieu quelconque devient alors :

d*E,

5 = 7 E, (5.28)

ol 7 est appelé la constante de propagation et est défini ainsi :

7y = Vjwp(o + jwe) . (5.29)

Les expressions des champs qui solutionnent 1’équation d’onde (5.28) sont :

_ _ 4 _
E.(z) = Ete™ + E e™? (5.30)
H,(z) = Hte* + H et? (5.31)
1 - o
= —(E*e 7" — E ™) (5.32)

+

-3
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ol 7 est 'impédance intrinséque du matériau en 2 et est définie ainsi :

W
Y el (5.33)
o + Jwe
A moins que le matériau soit sans perte (¢ = 0), 'impédance intrinséque est alors un

nombre complexe :
7 =mnec . (5.34)

Exemple 5.1

Soit une onde plane dans le vide.

» Déterminez la constante de propagation ¥ et l'impédance intrinseque 7 a
10 MHz.

De (5.29), on trouve :

5 = /(2 x 107)(4m x 10-7) x j(2m x 107) (5= x 10-9)

. 1072
=Vz§7:i (i7%)
8

18

72,/90° o
0.000556.290

ou mieux encore

_ \/(j(27r < 107))2 j(27 x 107)

(3 x 108)2 3 x 10®
N——

=50.2095m" .

Et de (5.33), on trouve :

i ~ [i@r x 107)(4r x 10°7)
T e T2 x 107) (5 x 1079)
= 120m =~ 3771} .

Exemple 5.2

Soit ’eau douce dont les caractéristiques électriques sont les suivantes : €, = 80,
iy =1 et 0 =10 mS/m pour des fréquences inférieures a 100 MHz.

» Déterminez la constante de propagation ¥ et l'impédance intrinseque 7 a
10 MHz.
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De (5.29) :

1
5 = \/j(27r X 107) (4 x 1077) (0.01 + (2 x 107)(80 X 52— x 10-9))
m

1.6
= i8m? (0.01 + j=—
\/] ™ (0.01+j2¢)

0.04556.,77.4°
= 1.9483.7° = (0.21 4 j1.88) m~t .

8w2.,90°

De (5.33) :

0.01 + j(27 x 107)(80 x - x 10-9)

B \/ 8m2£90°
N 0.04556/77.4°

— 41.63£6.34° = (41.4+ j4.6)Q .

- \/ §(2m x 107) (47 x 10-7)

On peut voir la grande similitude des expressions des champs avec celles obtenues
auparavant en prenant :

e les fonctions exponentielles e™7# pour f(+) et g(+);

e les amplitudes complexes Et = Ete’€" et E- = E~ei€ pour ajuster a la fois le
module et la phase de chaque composante.

Selon (5.29), la constante de propagation est un nombre complexe qui posséde une
partie réelle et une partie imaginaire :

7 = Viwnlo + jwe) = a + jj (5.35)

Pour les matériaux passif usuels!, yu, € et o sont des quantités réelles positives. Il en
découle que, généralement :
45° < arg{y} < 90° . (5.36)

Ce qui implique également que a < 3.
Lorsque placé sous la forme rectangulaire dans les exponentielles de (5.30), cela donne
(att. pour atténuation ; déph. pour déphasage) :

E, = Etelt e 0%c7ibz 4 Bel€ o05cib=
— Eteozeiftitt | g o2 oI (5.37)
att.  déph. att.  déph.

1Une conductivité négative impliquerait du gain plutét que des pertes. Comme la réponse du matériau
(nuage électronique) peut étre retardée par rapport a ’application des champs p et € peuvent aussi étre
complexes. Pour la compréhension des concepts de bases en électromagnétisme, nous nous limiterons aux
cas usuels
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Il apparait clairement que la partie réelle o de la constante de propagation affecte le
module du champ. La premiére onde du membre de droite de (5.37) correspond a I'onde
positive qui s’en va dans la direction z+, i.e. que la valeur de z augmente en fonction
du temps. Pour a positif, e** décroit lorsque z augmente ce qui fait dire que 1’onde
s’atténue en se propageant. La seconde onde se déplace dans la direction z— et, comme
pour 'onde positive, e** décroit car z diminue sous propagation. Dans les deux cas, un «
positif est responsable de la baisse de 'amplitude de I’'onde d’ot son appellation, constante
d’atténuation. Les unités de a sont les Népers par metre qu’on note Np/m. L’atténuation
par unité de longueur vaut L; = e soit, en décibels :

Ly[dB] = 20log(e®) = 8.686cx . (5.38)

|ej(L’thﬁZ) |

\ t ~ T

wy

FIGURE 5.2 — Longueur d’onde A et période T" d’une onde sinusoidale.

La constante « provient d’une conductivité non nulle dans 'équation (5.29). Cette
atténuation émane donc de la résistivité ohmique du matériau. L’énergie contenue dans
I'onde électromagnétique est progressivement transférée par pertes résistives : le matériau
chauffe sous l'effet des courants induits par les champs. Ce type d’atténuation de 'onde
se propageant est nommé pertes joules.

Quant a la constante (3, elle intervient dans la phase de I’onde qui varie avec le déplace-
ment. C’est la constante de phase. Elle est directement reliée a la longueur d’onde A de la
facon suivante. La longueur d’onde A correspond a la distance sur laquelle la phase change
de 27 radians en fixant le temps. La période est I’équivalent dans le domaine du temps
de la longueur d’onde comme le montre la figure 5.2. Ainsi, on a S\ = 27 ou encore :

B

2 w
- = 5.39
v (5.30)

La derniére égalité de (5.39) est obtenue en multipliant le numérateur et le dénominateur
par f — la fréquence du signal sinusoidal — et en sachant que A = v,/ f ol v, est la vitesse
de phase équivalente a la vitesse de propagation de I'onde plane.
Le développement de (5.32) pour le champ magnétique donne cette fois :
H, = H' e~ TIBFHIET | [ 002 B HIE,
_ B e iserier—ic _ BT s prrie—ic
n n

(5.40)
(5.41)
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L’argument de l'impédance caractéristique 7 = ne’ correspond au retard angulaire du
phaseur du champ magnétique sur celui du champ électrique. Comme auparavant, en
supposant €, p et o positifs) pour les matériaux usuels, on peut vérifier que ce retard ¢
varie entre :

0 < arg{n} = < 45°. (5.42)

Le module de 7 indique le rapport des amplitudes des champs électrique et magnétique.

E=FE./zt=t1,a,

enveloppe e~** de E

decalage du
au dephasage g

enveloppe e de H

FIGURE 5.3 — Champs électrique et magnétique d’une onde plane se propageant en z+ dans un
matériau a pertes.

Comme une figure vaut mille mots, on profite de 'occasion pour montrer 'allure a un
temps fixe, d’une onde plane sinusoidale qui se propage dans un matériau a pertes. On y
apercoit le déphasage ( entre les deux champs orthogonaux en orientation ; on y remarque
aussi (via les enveloppes) que les modules des champs ne sont pas égaux et leur rapport
donne 7.

’ Exemple 5.3 ‘

Une onde plane uniforme sinusoidale & une fréquence de 100 MHz qui se dé-
place suivant l'axe x+ posséde un champ électrique dont I’amplitude atteint
2 V/m avec un déphasage de 20° a (x = 0). Si le matériau dans lequel voyage
I'onde a les caractéristiques électriques suivantes : €, = 39.25, u, = 1 et
o =0.02 S/m, on trouve que :

7 =~ (0.60 + j13.15) m™*
N~ (59.94 +j2.74)Q .

» Calculez la vitesse a laquelle se déplace I'onde et la longueur d’onde.
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La vitesse de propagation v, et la longueur d’onde A sont obtenues a partir de
la constante de phase et de (5.39). Or 8 n’est que la partie imaginaire de ¥

d’ou : .
w 27 x 10
”Up:B :W:4778x106m/s
et
27 27
A= — = = 04778m .
3 = 1315 m

» Exprimez le champ magnétique H(x,t) (la direction du vecteur n’est pas de-
mandée).

Cette fois, on a besoin des deux paramétres de propagation. Il ne faut pas
oublier que 'onde se propage en z+ seulement et non en z+ ou z—. Il suffit
donc de prendre I'expression de I'onde positive et remplacer z par x.

«Q

On n’oublie pas le terme d’atténuation e~** car le milieu est a pertes. Avec

7 = (60.0£0.0457)Q
[E]xfo = (20471'/9)0,5; V/m

on trouve alors :
2

H(z,t) = ~e *cos(2m x 10°t — Bx + 7/9 — arg{n})
n

= 0.0333e7%% cos(2m x 10°¢ — 13.152 +0.3491 — 0.0457) A/m .
+0??>r()34

5.5 Puissance et vecteur de Poynting

La détermination des constantes complexes £+ ou E~ se fait en appliquant des condi-
tions aux limites ou encore en connaissant la puissance délivrée par la source. On peut
comprendre que la puissance transportée par 'onde est reliée a 'amplitude du champ
électrique, laquelle est liée a celle du champ magnétique via le module de I'impédance in-
trinséque. Reste a savoir quel est exactement ce lien entre 'amplitude des champs électro-
magnétiques et la puissance transportée par ’'onde.

Depuis 1884, on sait, par I'entremise du physicien anglais John H. Poynting que le
vecteur E X H joue un role important dans la puissance transportée par une onde élec-
tromagnétique, d’ott le nom de vecteur de Poynting noté P :

P=ExH. (5.43)

En regardant les unités résultantes de ce produit, des V/m - A/m = W/m?, on constate
qu’il s’agit d’une densité de puissance. On pourrait aussi présenter la chose d’'un angle
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plus physique en démontrant que le travail par unité de temps nécessaire pour produire
I'onde, donc la puissance instantanée P(t) fournie par la source, équivaut a 'intégrale du
vecteur de Poynting P sur une surface fermée entourant complétement la source :

Plt) = Jai P.ds. (5.44)

Un vecteur posséde aussi une direction. Celle du vecteur de Poynting ap pointe dans

la direction du transport de la puissance, que nous associons a la direction de propagation
de 'onde.

L’onde électromagnétique est donc le moyen de propagation de la puissance fournie
par une source rayonnante. Elle :

e renferme la puissance — de densité correspondant au module du vecteur de Poynting;
e ct la transporte — elle se déplace dans la direction du vecteur de Poynting.

Dans un volume délimité par une surface fermée, outre les sources, différentes compo-
santes sont susceptibles de modifier le bilan de puissance, i.e. la différence de puissance
entre ce qui entre et ce qui sort du volume. Pour ce faire, on utilise le théoréeme de la

ﬁP-dS://L(V-P)dv (5.45)

combinée & une identité vectorielle :

divergence :

V. (ExH)=H-VXE-E-VxH (5.46)

puis aux équations de Faraday et d’Ampére. Le tout débouche sur :

OH oFE
= 0B - 20er?) - 2 auH@?) (5.47)
—— Ot N Ot -~
Pa We W

puis finalement, sur le théoréeme de Poynting :

fpeas = [f] o= 2 [ff w2 [f] war s

ol pg, W, et w,, sont respectivement la densité de puissance dissipée, la densité d’énergie
électrique emmagasinée et la densité d’énergie magnétique emmagasinée.

Si on ignore le signe négatif, les trois termes de droite du théoréme de Poynting s’in-
terprétent ainsi :

e 0FE?AV est la puissance dissipée dans le volume a cause du courant de conduction
présent dans le volume AV, c¢’est 'effet joule qui produit un échauffement.
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(AzAy)

FIGURE 5.4 — Bilan de puissance d’une onde plane dans un volume.
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FIGURE 5.5 — Variation de la densité de puissance dans le temps et suivant la direction de

propagation.

o LeE2AV et LuH?AV représentent les énergies électrique et magnétique qui sont
contenues dans le volume. Un condensateur chargé emmagasine de I'énergie élec-
trique, réciproquement pour une inductance avec I’énergie magnétique. Ainsi, une
variation e.g. une diminution sur un laps de temps de chacune de ces énergies dis-
ponibles, signifie qu’'une certaine quantité de puissance a quitté le volume.

On peut voir le bilan des puissances entrant et sortant d’un volume produit par une
onde électromagnétique uniforme plane sur la figure 5.4 tandis que la figure 5.5 montre
comment varie la densité de puissance d’une onde plane dans un matériau a pertes.

Il est possible de déterminer la puissance instantanée d’une onde électromagnétique
passant au travers une surface quelconque. Il suffit alors d’intégrer le vecteur de Poynting
sur la surface en question et non pas sur une surface fermée :

[Pt)]s = //SP‘dS. (5.49)

Si la surface est placée parallélement a la direction de ’onde, aucune puissance ne traverse
la surface. Par contre, un élément de surface bien transversal a la direction verra un
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maximum de puissance passer au travers. De la, 'importance du produit scalaire. Pour
faire une comparaison, le Soleil d’hiver a Québec?, atteint une élévation maximale par
rapport au sol de moins de 90 —46.8 —23.5 ~ 20° au 21 décembre. L’angle de 90—20 = 70°
entre la rayonnement solaire ap et la normale au sol fait que chaque unité de surface au
sol regoit 34% de la puissance maximale. En été, I’élévation maximale tourne autour de
90 — 46.8 4 23.5 ~ 67° ce qui procure 92% (le cosinus de 90 — 67 = 23°) de la puissance
maximale par unité de surface au sol! Bien str, il y a aussi la durée d’éclairement et la
réflexion des rayons au sol qui interviennent.

Avec les circuits électriques, on s’intéresse souvent plus a la puissance moyenne qu’a
sa valeur instantanée. Il en va de méme pour 'onde électromagnétique. Pour alléger la
nomenclature, on utilise indifféremment le terme de puissance (tout court) pour désigner
la puissance moyenne par opposition a la puissance instantanée. De plus, dans le régime
sinusoidal permanent avec des phaseurs, on peut obtenir rapidement la densité de puis-
sance (sous-entendre moyenne) via le vecteur de Poynting moyen < P > défini comme
suit :

1 1 _
<P>= T/Pdt = §EHcos(arg{ﬁ})ap = Re {P} (5.50)
T
ou T est la période du signal, et
1
P = §E x H (5.51)

est le vecteur de Poynting complexe. Avec cette densité de puissance, la puissance moyenne
passant par une surface S est déduite maintenant par I’équivalent de (5.49) a savoir :

[<P>]s = //S <P>-dS . (5.52)

Exemple 5.4

La Terre est a 150 millions de kilométres du Soleil. La densité de puissance
optimale fournie par le Soleil sur la Terre tourne autour de 1360 W/m? sur
tout le spectre.

» Déterminez la puissance moyenne émise par le Soleil.

On peut assumer que le Soleil est une source isotrope (qui émet uniformément
dans toute les directions). De plus, le vide interstellaire est un diélectrique
sans pertes (o = 0) et leffet des planétes Mercure et Vénus est négligeable.
Ainsi, selon (5.44), la puissance du Soleil serait de :

< Psoleil > = f{ (1360)dS = 4m(150 x 10?)%(1360) = 3.84 x 10*°® W .
sphére

» Estimez le niveau maximal du champ électrique au sol si on suppose que toute
la densité de puissance est ramenée a une seule composante spectrale.

2Québec se trouve 4 une latitude de 46.8° ; I'obliquité de I’écliptique est de 23.5°.
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Puisque le matériau (I'air) est assumé sans perte, les champs électrique et
magnétique sont en phase. Le vecteur de Poynting complexe de (5.51) s’écrit
simplement comme :

ol a,_; est un vecteur unitaire Soleil-Terre.

Ainsi, avec 'aide de (5.50) :

1 E2 cos(0
1360 = 5%() —  E = /377)(2)(1360) = 1012 V/m |

Exemple 5.5 ‘

Soit une onde électromagnétique qui se propage dans 'eau de mer (e, = 80,
i = 1 et 0 =4 .5/m) dans la direction z—. Le champ électrique s’exprime
ainsi :

[E(t)].—0 = 1.0 cos(2m x 10°t) @, V/m
az=0.

Déterminez la densité de puissance instantanée et la densité de puissance
moyenne de l'onde en tout point.

On doit commencer par trouver les expressions générales de E(z,t) et H(z,1).
Il faut connaitre ¥ ainsi que 7 & la fréquence de 10° Hz dans le milieu. A partir
des équations (5.29) et (5.33), les valeurs obtenues sont :

(1.257 + j1.257)m™"
0.314 + 50.314 = (0.444Z 7 /4) Q.

I 2
L

Donc :

E = 1.0e"*" cos(2m x 10°t + 1.2572) a, V/m

1.0
H = 157 0add cos(2m x 10°t + 1.2572 — 7/4)a, A/m .
—

2.25

Le signe négatif devant I'expression de H vient du fait que le produit vectoriel
E x H doit pointer dans la direction z— qui est la direction de propagation
de 'onde. Autre remarque : I’exponentielle affectant le module tend vers “0”
au fur et a mesure que z diminue et devient négatif. Ceci, parce que le milieu
est a pertes.
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Le vecteur de Poynting instantané est donné par :

P = 225e*%" cos(27 x 10°t + 1.2572)
x cos(2m x 10°t + 1.2572 — 71 /4) (—a.) W/m?
P, = —1.125¢2514 (Cos(ﬂ/él) + cos(4m x 10°t + 2.5142 — n/4)) W/m?

Le signe négatif devant I'expression de P, signifie que la puissance s’écoule
dans la direction z—. Finalement, la puissance par unité de surface normale a
I’axe z est :

<P,>= —1.125e*"" cos(n/4) = —0.8¢% W/m? .

_l’_
o
O
»n
—~
Wy
S~—
I
<
wlx

h =2m o -
z T
dS
+—cos(%)
vue de coté vue de face

FIGURE 5.6 — Géométrie de la surface par laquelle passe une partie de la puissance de 'onde
plane.

» Déduisez la puissance incidente sur une surface rectangulaire de 2 m x 1m
placée comme sur la figure 5.6.

Attention : contrairement au choix de la surface dans les intégrales de surface
pour les équations de Faraday et Ampere, ici on ne peut prendre une surface
quelconque délimitée par le pourtour car V- < P ># (. L’égalité est toutefois
possible avec o = 0.

Pour réaliser l'intégrale de surface, il faut d’abord trouver l'expression de
I'unité différentielle de surface dS et faire le changement du domaine d’intégra-
tion suivant la technique proposée a la section 1.3. On paramétrise la surface
selon les variables u = x et v = y. On déduit z = tan(3)y = 1.732v puis :

r(u,v) = ua, + va, + 1.732va,

dS = (a, — 1.732a,) dudv .
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L’intégrale du vecteur de Poynting sur la surface s’écrit alors :

cos(%) 1
<P>= / <P>.dS = - / / 0.8¢ DT gy
R v ) Ju

=—cos(g =0

43540 0.5
~ 08 [ }
4.354 —05

= —0.184(8.821 —0.113) = —1.6 W.

Il y a donc une puissance incidente de 1.6 W sur la surface inclinée. Le signe
négatif indique simplement que la puissance passe a travers la surface en di-
rection opposée a la définition utilisée pour sa normale.

5.6 Caractéristiques de 'onde plane homogéne

Etant donné I'importance de I'onde plane® dans les mécanismes de propagation, notam-
ment le fait qu’elle agit comme fonction de base pour représenter tout champ électro-
magnétique, il est bon de regrouper dans une section I’ensemble des principales caracté-
ristiques de l'onde plane. Les 3 derniéres sont particuliérement celles d’une onde
électromagnétique plane.

1. La forme de I'onde dans I’espace ou dans le temps est déterminée & partir de celle de
la source dans le temps. La notion d’espace existe car I'onde se déplace. D’ailleurs,
la primitive de la relation spatio-temporelle est du genre :

z
tF —)

Up

pour une onde se déplacant dans la direction z=£. La constante v, représente la
vitesse de propagation de I'onde dans le matériau.

Avec des phaseurs, la fonction spatio-temporelle est un cosinus ce qui fait que :

f(t,z) = cos(wt F (z) (5.53)
et : 5
w T

ol [ est appelée la constante de phase et A, la longueur d’onde en m.

3L’onde plane obtenue dans ce chapitre est dite homogéne car les fronts d’amplitude constante et les
fronts de phase constante sont colinéaires. Ce n’est pas toujours le cas. Les fronts d’amplitudes et de
phase peuvent tous deux étre plans, mais selon des orientations différentes. On parle alors d’onde plane
inhomogéne. Nous en verrons des exemples dés le prochain chapitre avec les ondes évanescentes.
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2. Lorsque le matériau posseéde une conductivité non-nulle, 'onde s’atténue en se pro-

pageant. Le matériau est dit a pertes. L’amplitude des champs diminue suivant une

exponentielle :
e:Faz

pour une onde se déplagant dans la direction z4. La constante d’atténuation a qui
affecte 'amplitude de l'onde s’exprime en Népers/métre.

Dans le régime sinusoidal permanent, la constante d’atténuation et la constante de
phase forment respectivement la partie réelle et la partie imaginaire de la constante
de propagation :

y=a+jp (5.55)

puisque les deux constantes apparaissent dans ’exponentielle de la solution a I’équa-
tion d’onde.

. Les champs électrique et magnétique de 'onde plane sont perpendiculaires entre eux

et par rapport a la direction de propagation de I'onde ap :
E 1 H | ap. (5.56)

Ceci explique le changement de signe devant une des constituante du champ magnéti-
que car la solution comporte deux ondes qui vont dans des directions opposées. Pour
déterminer la direction de propagation, il suffit de faire le produit vectoriel suivant :

ap X g = ap (557)

dans lequel les vecteurs unitaires ap et ay indiquent 'orientation des champs en
question.

L’onde plane trouvée* dans ce chapitre comme solution aux équations de Maxwell est
donc transverse : les 2 champs sont perpendiculaires a la direction de propagation.
On insiste souvent beaucoup sur cet aspect dans les cours d’ondes électromagné-
tiques, au point ot on peut avoir I'impression qu’il s’agit 1a d’une propriété fonda-
mentale pour toute onde. Il n’en est rien. Plusieurs exemples d’ondes non transverses
seront vus dans les chapitres suivants. La simple somme de 2 ondes planes n’est pas
transverse.

. Pour chaque constituante de ’onde plane transverse, le rapport de 'amplitude du

champ électrique a 'amplitude du champ magnétique est constant et équivaut a
I'impédance intrinséque du matériau 1 dans lequel se trouve 'onde.

Avec les phaseurs, on écrit :

B _ B (5.58)
- a '

4L’onde plane obtenue ici a des plans d’amplitude constante et des plans de phase constante communs.
On parle alors d’onde plane homogéne. Ce n’est pas nécessairement toujours le cas.
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Attention : le signe négatif apparait a cause de l'inversion obligatoire d'un des
champs pour inverser la direction de propagation conformément a (5.57). Quant
au signe a choisir devant 7, il faut d’abord appliquer (5.57) pour déterminer la di-
rection des champs ; cela permettra ensuite I'identification du bon signe sachant que
0 < Zn<45°.

5. La puissance transportée par 'onde, ou plus précisément la densité de puissance,
est une quantité dépendant directement de 'amplitude des champs. Le module du
vecteur de Poynting P :

P=FExH (5.59)
fournit I'information sur la densité de puissance instantanée de 1'onde en W/m?.
Son vecteur unitaire ap pointe la direction de propagation.

Avec des phaseurs, on obtient la densité de puissance moyenne a partir du vecteur

de Poynting complexe défini ainsi :

P=-_ExH . (5.60)

N | —

5.7 Paramétres de propagation des matériaux

On considére la constante de propagation et I'impédance intrinséque comme étant les
paramétres de propagation du matériau dans lequel se propage une onde plane. On désire
obtenir ici des expressions simplifiées pour des cas bien précis :

e le diélectrique parfait (o = 0);
e le diélectrique a faibles pertes ou trés faibles pertes (0 < we);
e le bon conducteur (o > we);

e le conducteur parfait (o — 00).

Avant tout, il serait intéressant de faire 'opération inverse, i.e. récupérer les parameétres
¢électriques du matériau connaissant a la fois les paramétres de propagation et I'impédance
intrinséque. A partir des expressions (5.33) et (5.29), on voit tout de suite que :

= Jjwu (5.61)
= 0 + jwe. (5.62)

SRS 3}

De 14, il est facile de déduire les trois parameétres électriques du matériau :

s — Re {1} (5.63)

7
¢ = llm{l} (5.64)
w 7
1 __
po= 7. (5.65)
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Le dernier paramétre a un intérét particulier en ce sens qu’il montre que I'argument de
~ et celui de 77 sont toujours complémentaires & 90° — i.e. la somme des deux arguments
vaut 90°.

Exemple 5.6 ‘

Soit une onde & la fréquence de 10 MHz qui se propage dans un matériau
inconnu non-magnétique (1 = p,). On s’apergoit que la densité de puissance
chute de 91% a chaque longueur d’onde, soit a chaque 6 m.

» Déterminez l'impédance intrinséque du matériau.

Il semble que trés peu de données soient disponibles et pourtant, il est possible
d’extraire la réponse. En effet, a partir de la longueur d’onde, on déduit 3 ;
on trouve « de I'atténuation en puissance car la densité de puissance décroit
selon e~2** dans la direction z+ :

2
g = % = 1.05 rad/m
1n(0.09)
= ——= =020 N
o' ) 0.20 Np/m

¥ = 0.20 + j1.05 = (1.07£79.2°)m™" .

Maintenant, on peut extraire I'impédance intrinséque avec 'aide de (5.65) et

de la connaissance de p et 7 :
jwpe (2w x 107) (4w x 1077)£90°

5 1.07£79.2°
— 74.05£10.8° = (72.73 + j13.94)Q .

5.7.1 Diélectrique parfait

Le diélectrique parfait est caractérisé par ¢ = 0. Ainsi, la constante de propagation est

5 = VGon) (we) = juy/ie (5.66)

et I'onde se déplace sans atténuation — on dit aussi sans perte — car :

purement imaginaire :

a = 0 (5.67)

B = wype (5.68)
w 1

vV = = —. (5.69)

De plus, I'impédance intrinséque est purement réelle, sans partie réactive :

(5.70)

o=
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En comparaison avec les parameétres notés avec l'indice “0” identifiant les paramétres
dans 'espace libre — autre terme pour dire le vide —, on trouve :

5 = 50\/ for € (571)

c

v, = 5.72
p \/m ( )
o= /2 (5.73)

5.7.2 Diélectrique a faibles pertes
Lorsque la conductivité devient non-nulle, les pertes commencent a apparaitre a cause
du courant de conduction qui nait. Tant que le courant de conduction reste négligeable

devant le courant de déplacement, on dit que le diélectrique est a faibles pertes. Un facteur
5 minimum est requis. Mathématiquement, cela revient a dire que :

o < we .

En utilisant les premiers termes de I’expansion binomiale®, on peut faire I’approximation
de la racine carrée :

7 = \/(qu ) (jwe) (1—J—>

1/2

o

= Jw\/_< J—>
WS G e (3 )) o

et de la méme maniére® :

_ Jwi
Jwe (1 — ]i)

H N —1/2
- E(-52)
€ wWEe

E- @) e lo (-2 em

S142)2 =142/2—2?/8 +23/16 — 52* /128 + ...
6(142)"Y2=1—2/2+32%/8 — 52°/16 + 562 /128 — ...

Q
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Ainsi, de (5.74) et (5.75) découlent les expressions simplifiées :
o~ 3/ (1 - (i)Q) (5.76)
3 (%)2> (5.77)
v, \/1M_€ < - (i)Q) (5.78)
Re {7} (%)2) (5.79)
e

On peut cependant y aller d’une seconde approximation valide lorsque les pertes sont

&
&
$
=
_l’_

Q

2
=
/:\

|
ol w ool

Q

Im {7}

tres faibles. On parle alors d’'un matériau a trés faibles pertes. Dans ces conditions, un
rapport o /we inférieur & 1/10 produit des erreurs moindres que 1/800 par partie pour les
paramétres «, (3 ; moindres que 3/800 et 5/800 par partie respectivement pour les parties
réelle et imaginaire de 7. On peut donc procéder en prenant simplement :

a ~ 2. JH (5.81)

2V e
B~ wy/ue (5.82)

1
~ 0.83
Up \/,[E ( )
1

Re{n} = g et Im{n} =~ 3 gi donc (5.84)

Q

_ p, (1o 7
L =— ] = 4/=. 5.85
" € (2 we) \/: ( )

Exemple 5.7

Le Teflon est utilisé comme bon diélectrique. Ses paramétres électriques sont :

o =21, 1y =1
e o/we = 0.004 & 10 GHz.

» Déterminez la vitesse de propagation d’une onde électromagnétique a 10 GHz
dans le matériau selon la formulation exacte v, , I'approximation pour un
diélectrique a faibles v, et la solution pour un diélectrique a trés faibles

pertes vy, .
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On se sert de (5.39) dans (5.29) pour trouver v,,, ; dans (5.74) pour v, et de
(5.83) directement pour vy, . Dot :

o \/(jw,u)um(i + jl.O)
we
= Vj(2rx10") (47 x 1077) (27 x 100) (2.1 x 8.854 x 102) (0.004 + §)

N i

78 956.83;;08 7490o 1.168 291 9058,8489.770 818O
= 303.718013007£89.885409° = (0.607 + j303.717405578) m ™"
w 21 x 1010
U = _—=
Pea B 303.717 405578
= 206876 036.466 m/s
et

1 1 1 ( o >2
U = —_ = R
P N 8 \we
— 206876450.216 (1 — ©90°) — 206876450.2 (1 — 2 x 10°°)

= 206876036.463 m/s
= 206876 450.216 m/s .

Uptfp

e

5.7.3 Bon conducteur

Le bon conducteur est le dual du diélectrique a tres faibles pertes. Les approximations
sont cependant plus faciles & réaliser. Pour assumer un bon conducteur, il faut que :

g > We .

Les résultats fournis montrent qu’un rapport entre les courants de conduction et de dé-
placement supérieur a 10 entraine des erreurs plus faibles que 5% (6% pour la partie
imaginaire de 7). Les erreurs sont donc plus importantes de sorte qu’on suggére un rap-
port de plus de 25 pour assumer des erreurs suffisamment faibles (< 1%) dans la majorité
des cas pratiques.

Les expressions pour les paramétres de propagation dans un bon conducteur de-
viennent :

7 = Vjwu(o + jwe) (5.86)
Viwpe = e 2 wuo
~ Wejﬁ/‘l

WO

5 (1+7) (5.87)

Q

Q
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~ mm [ed™/2 wp
n o~ — =\
o o
~ %6]’77/4
V o

% (1+7) . (5.88)

On voit immédiatement que les arguments des paramétres de propagation a 45° sont un

et, de méme :

L

signe que le matériau se comporte comme un bon conducteur. Ceci implique que :

o o=/~ \Jwuo/2;
o Re{i} = Im {7} ~ \/or/(30).

Une autre caractéristique qui dénote un bon conducteur est le comportement directement
proportionnel & la racine carrée de la fréquence des valeurs de «, 3, v, et 7.

’ Exemple 5.8 ‘

L’eau de mer, avec une constante diélectrique de 70 et une conductivité de
4 S/m pour des fréquences inférieures a 30 MHz, se comporte comme un bon
conducteur. A des fréquences supérieures, les paramétres électriques changent
la constante diélectrique chute a 7 et la conductivité augmente jusqu’a at-
teindre un plateau de 70 S/m a 100 GHz. Elle demeure donc relativement
bonne conductrice jusqu’a cette derniére fréquence, couvrant ainsi le spectre
entier utilisé a ce jour pour I’émission de signaux radios.

» Calculez la longueur d’onde dans 1’eau d’une onde électromagnétique autour
de 1 MHz (la fréquence porteuse d’un poste de radiodiffusion de la bande AM).

Partant de (5.87), on déduit que :

5 — 277 _ \/(271' X 106)(4; x10-7)(4) _ 3.97 rad/m

2T
- T
3.07 o8 m

alors que dans un diélectrique de méme constante diélectrique, la longueur

d’onde aurait été de 36 m environ !

» Trouvez le rapport entre le module des champs électrique et magnétique.

Le rapport du module des champs équivaut au module de I'impédance intrin-
séque soit, d’aprés (5.88) :

) — \/(27r X 106)5147T x107) o
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5.7.3.1 Effet de peau

On a fait mention & quelques reprises que les champs électromagnétiques n’existent pas
dans un conducteur. Alors, on pourrait se poser la question quel est I'intérét de présenter
les paramétres de propagation dans un bon conducteur puisque I’'onde ne peut exister. En
réalité, 'onde électromagnétique s’atténue tres rapidement dans un conducteur de sorte
que les champs ne peuvent apparaitre que trés prées de la surface.

L’épaisseur de peau, notée d,, représente la distance que parcourt ’onde avant de subir
une atténuation correspondant a 1 Np ou encore 8.686 dB. Il suffit donc que ad, = 1 ou

encore :

5, = = 2 (5.89)

WHo
V5 WHo

Pour avoir une idée de 'atténuation importante dans un bon conducteur, on peut

observer qu’a chaque longueur d’onde les champs diminuent en intensité par un facteur
égal & 54.58 dB! C’est énorme quand on pense que 'amplitude des champs chute de moitié
a chaque 6 dB. Le calcul est facile a faire :

et, en décibels, cette atténuation vaut 20 log(e*™).

Exemple 5.9

Le cuivre est I'un des meilleurs conducteurs (le deuxiéme aprés 'argent a la
température de la piéce). Sa conductivité est de 5.8 x 107 S/m. Soit une onde
électromagnétique a la fréquence de 1 MHz incidente sur une surface de cuivre.

» Déterminez I'épaisseur de peau de I'onde et la distance dans le cuivre 2199, &
laquelle I'onde est rendue au centiéme de son amplitude a la surface.

Plutot que de calculer I’épaisseur de peau selon 'équation (5.89) — ce qui
donnerait le méme résultat — on préfére passer par la constante d’atténuation
« pour faire une pierre, deux coups. Ainsi, selon (5.87) :

= 15132 Np/m .

o = \/(27r x 100)(4r x 10-7)(5.8 x 107)
- 2

On sait que 1/100 correspond a une atténuation de 40 dB ou 4.6 Np. Finale-
ment, on obtient les deux réponses attendues :

o, = = 0.066 mm

>0 | =

.6
21/100 = = 46(5p = 0.304 mm .

|
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FIGURE 5.7 — Front d’une onde plane suivant une direction 2z’ dans le plan zz.

5.7.4 Conducteur parfait

Il est facile de voir que, pour un conducteur parfait ot ¢ — oo, I’épaisseur de peau indiquée
par (5.89) est nulle; en conséquence, il y a absence de champs électromagnétiques dans
un conducteur parfait.

Avec des champs nuls dans le conducteur parfait, les conditions aux limites montrent
que les composantes d’une onde incidente sont :

o £, = ps/e
o Hy =Js
OEHIHJ_IO

Le champ électrique doit étre perpendiculaire & la surface du conducteur parfait, tandis
que le champ magnétique est tangentiel.

Cependant avec une conductivité o trés élevée mais finie, on continue a considérer un
bon conducteur comme un conducteur parfait si ce qui intéresse n’est pas immédiatement
sous la surface, & une ou quelques fois I’épaisseur de peau tout dépendant du degré de
précision désiré.

5.8 Propagation dans une direction arbitraire

Jusqu’ici, 'onde plane se propageait suivant 'un des axes du systéme de coordonnées.
Elle pourrait bien se déplacer dans une direction tout a fait arbitraire. Normalement,
pour faciliter les calculs et la visualisation, on cherche a orienter les axes du systéme
de coordonnées de maniére a ce que l'onde suive I'un des axes. Mais dans certains cas,
cela n’est pas possible : plusieurs ondes en simultané, surface de référence, orientation
indépendant de notre volonté...

Pour commencer, on considére une onde plane dans un milieu sans perte — ceci uni-
quement pour simplifier les expressions sans perdre en généralité — voyageant dans une
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FIGURE 5.8 — Décomposition de 2’ dans le plan zz.

direction z’. Ce nouvel axe fait un angle 6 par rapport a ’ancien dans le plan zz comme
sur la figure 5.7. Les champs électrique et magnétique doivent étre transverses a cette
direction z’. En étant orthogonaux entre eux, ils peuvent étre n’importe ot dans le plan.
On peut écrire :

E = E, cos(wt - Bz’) ap (5.90)

H = H, cos(wt - 62’) ar (5.91)

avec ap X ay = a et E/H = 7.

On comprend que le taux de variation de la phase selon z’ correspond a (. En effet,
on mesure la longueur d’onde le long de cet axe en un temps fixe, pour déduire ensuite la
vitesse de propagation de I'onde dans le milieu.

L’étape suivante consiste & décomposer 2’ sur le systéme de coordonnées x, y et z. Ici,
on a simplement (voir figure 5.8)7 :

Z = xsinf + z cosf

qui, lorsque placé dans (5.90) pour le champ électrique — le champ magnétique se déduit
de la méme maniére — donne :

E = E, cos(wt — B(zsing + zcos@)) ap (5.92)
= E, cos(wt — fBsinfx — 500392) arp . (5.93)
B B

Les 3, et (8, correspondent cette fois aux taux de variations de la phase suivant les axes
x et z respectivement. Ces constantes de phase sont plus petites que S car la variation est
plus lente : les longueurs d’onde observées dans les directions = et z — appelées longueurs
d’onde apparentes — paraissent plus longues comme le montre la figure 5.9.

Dans la généralisation pour une direction complétement arbitraire, on rajoute simple-
ment le 3, soit le taux de variation de la phase dans la direction de ’axe y. L’expression

“L’emploi de la matrice de rotation autour de ’axe y donnerait le méme résultat :

x’ cosf@ 0 —sinf] [z
y| = 0 1 0 yl-
2 sind@ 0 cos@ z
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FIGURE 5.9 — Longueurs d’onde vues dans les axes x et z d’'une onde plane suivant une direction
2’ dans le plan zz.

du champ électrique devient maintenant® :

E = E, cos(wt — Bex — Byy — Bz + §> ar (5.94)
= F, cos (wt — (\ﬁwagC + Bya, + ﬁzaz) . (?ax +ya, + zaz) + §> ap (5.95)

] N
= E, cos(wt —B-£+ 5) arp . (5.96)

5.8.1 Vecteur de propagation

Des trois composantes 3; selon chacun des axes d’un systéme de coordonnées, on vient de
créer un nouveau vecteur B dit vecteur de propagation, qui pointe dans la direction de
propagation — tout comme la vecteur de Poynting — et dont le module 5 indique le taux
de variation de la phase dans cette direction. Ainsi, on déduit de B a la fois :

e la direction de propagation de 'onde :

as = ap = ag X ay (5.97)

e la longueur d’onde observée dans la direction de propagation :

27
= — 5.98
e la vitesse de propagation dans le milieu & la fréquence angulaire w :
== (5.99)

Up

8Dans un espace 3D, les composantes du vecteur 3 s’écrivent ainsi selon la direction de propagation

(0,9) : By = Bcos¢sinb, B, = Bsingsing et 5, = B cosh.
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Exemple 5.10

Une onde plane & 10 MHz se déplace dans le vide. Elle posséde un Poynting
moyen suivant :

3
<P>= 0.03315(0.75a, — %ay +0.5a,) W/m?

De plus, une composante du champ électrique vaut E, = 2.5 V/m.

» Donnez 'expression compléte du champ électrique E(z,vy, z,t).

Il y a plusieurs inconnues ici. Il faudra trouver autant d’équations.

1) On trouve le module du champ électrique connaissant le module du vecteur
de Poynting complexe et 'impédance intrinseque du vide.

2) On connait aussi la vitesse de propagation dans le vide et la fréquence,
donc le module de 3.

3) La direction de 3 est celle du vecteur de Poynting.

4) Le produit scalaire de E et 3 est nul car les deux vecteurs sont orthogo-
naux.

Avant de commencer, on décide que le vecteur unitaire ag s’écrira sous la
forme suivante :

E, . E, . E.
ap = —a —a —
E E T g™t E

= Mmga, + mya, + m.a, .

a;

De l'item 1, on déduit :
2

<P>=
21,
soit
E = /21, <P> = 1/2(377)(0.03315) =~ 5V/m
Donc on déduit que m, = % = ? = 0.5. Ceci procure une premiére relation

entre m, et m, :
2 2 2
my+m, = 1—m; = 0.75.

Les items 2 et 3 décrivent entiérement le vecteur de propagation :

3
B = ﬁap = 0.2094 (0.75a, — %ay +0.5a,) rad/m

Up
De l'item 4, on peut obtenir la seconde relation nécessaire entre m, et m, :

V3

0 = (0.5a, +mya, +m.a,)- (0.75a, — Tay +0.5a,)

— 0375 + my(—\/;) + m.(0.5)
1.5 . 2
my, = ——= + M,—
Y V3 3
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En combinant les relations entre m, et m., on peut maintenant déduire leur
valeur respective :

1.5 2\
075 = (—=+m.—=| + m?
(Gt m7s)
2.25 N 3 o4 9
3 3 “3 N
= 0.75+2m, + gmg .
Les deux solutions possibles sont :
e m, =0 ce qui donne m, = 1.5/\/§; d’ou finalement :
E = 5(0.5a,+0.866a,) cos(2mx107t—0.2094(0.75x—0.433y+0.52)) V/m
e m,=—6/7etm,=—3/14:

E = 5(0.5a, —0.1237a, — 0.8571a.)
cos(2m x 107t — 0.2094(0.75z — 0.433y + 0.52)) V/m

» Indiquez alors la direction de champ magnétique.

Le champ magnétique est transverse a la fois au champ électrique et a la
direction de propagation. En fait :

ap X ag = ap

ou encore
ap X ap = agy .

Il faut prendre les deux solutions possibles et faire le produit vectoriel corres-

pondant :
e m, =0
V3 1 2V/3
ag = —Tax—l— Zay—i—TaZ
e m,=—6/7:
a —7\/§a —|—25a —I—Q\/ga
A o T T ogty T o A

On va par la suite chercher a trouver les projections de la longueur d’onde et de
la vitesse de propagation sur les axes du systéme de cartésien. Les résultats pourront
sembler & prori contre-intuitif. Pour y arriver, on continue le développement a partir des
composantes 3., 3, et 3. obtenues en projetant le vecteur @ sur chacun des axes du
systéme de coordonnées. On a donc :

B = B.a. + Bya, + B.a. (5.100)
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c’est-a-dire que, comme pour tout vecteur, le module vaut :

B =B+ 55 +052. (5.101)

Les composantes 3; sont reliées aux vitesses de propagation apparentes et longueurs d’onde
apparentes selon chacun des axes. Par exemple, on a pour (3, :

w 2
y = — = — 5.102
B o (5.102)

et de facon similaire pour 3, et (..
Des conséquences importantes découlent en associant les composantes :

e & leur longueur d’onde apparente dans chacun des axes d’ou, en partant de (5.101)

avec (5.98) :
1 1 1 1

2 B + ¥ + N (5.103)
Les longueurs d’onde apparentes sont plus longues que la véritable longueur d’onde
dans le milieu, mesurée dans la direction de propagation. A la limite, la longueur
d’onde apparente dans I'un des axes peut tendre vers I'infini, indiquant ainsi aucune

propagation suivant cet axe.

e & leur vitesse de propagation apparente dans chacun des axes d’otl, toujours en
partant de (5.101) avec cette fois (5.99) :

1 1 1 1

ﬁ:vTjLUT—i-U—%Z. (5.104)
Ce résultat a de quoi surprendre car, de la méme maniére qu’avec les longueurs
d’onde apparentes, les vitesses de propagation apparentes sont toujours supérieures
a la véritable vitesse de propagation. A la limite, 'une d’elle peut étre égale a vy si

les autres sont infinies !

Exemple 5.11 ‘

Soit I'une des solutions pour 'onde plane de ’exemple 5.10 précédent :

E = 5(0.5a, + 0.866a,) cos(2m x 10"t — 0.2094(0.75z — 0.433y + 0.52)) V/m

» Déterminez les longueurs d’onde et les vitesses de propagation estimées en
regardant le comportement de l'onde dans chacun des axes du systeme de
coordonnées.

Les longueurs d’onde estimées correspondent aux longueurs d’onde apparentes
alors que, pour les vitesses de propagation estimées, ce sont les vitesses de
phase dans chacun des axes. De 'expression de E, on note :

B = 0.2094(0.75) rad/m

By = 0.2094(0.433) rad/m

B, = 0.2094(0.5) rad/m
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ce qui fait que :

2T 21

8,  0.1571 m
2
A\, = = 69.2
v 0.0007 ~ 09:28m
2
A = Gqoar - oom
w o2m x 107
p = = ————— = 4x10°
Up 3. 01571 x 10%m/s
2 x 107
U = o007 6.928 x 10°m/s
2 x 107
y = T - = 1 8 .
Uy 01047 6 x 10°m/s
On vérifie les résultats ainsi :
1 N 1 N 11 N 1 N 1
A2 A2 A2 1600 4800 3600
11
900 A2
1 N 1 N I 1 N 1 N 1
v, w2, w2 16 x 1016 48 x 1016 36 x 1016
B 1 11
a 9><1016_v]27 e

5.8.2 Vitesses de 1’énergie, de phase et de groupe

La vitesse d’un point particulier d’'une onde selon une axe quelconque correspond bien
a la projection du vecteur vitesse sur cet axe. Cette vitesse de propagation physique est
appelée vitesse de l’énergie ou vitesse de linformation. On peut récupérer la vitesse de
I’énergie dans cette direction par le produit scalaire de la vitesse de propagation avec la
direction voulue.

Observations directionnelles (vitesse de phase)

Pour éviter les confusions, les vitesses de propagation apparentes sont appelées vi-
tesses de phase. Car c’est bien de phase qu’il s’agit : un observateur relevant la
fréquence et la longueur d’onde observée le long d'un axe, pourrait tout au plus
déduire la vitesse de phase le long de cet axe. Il ne mesure nullement la composante
de la vitesse de propagation suivant l’axe en question.

L’analogie avec les vagues de la mer, un quai et un coureur peut aider a comprendre
les mécanismes en jeu. Soit des vagues se déplacant & angle avec l'axe d'un quai
comme sur la “photo” de la figure 5.10. Les crétes des vagues sont identifiées. La
distance entre deux fronts d’onde consécutifs est normalement mesurée avec une
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lvphase

‘vénergie

Quai

FIGURE 5.10 — Vitesse de phase et projection de vitesse de propagation le long d’un quai.

régle perpendiculaire aux fronts. La régle suit donc la direction de propagation et la
distance représente la longueur d’onde. Si on mesure la distance entre deux fronts
d’onde le long du quai, on obtient la longueur d’onde apparente suivant 1’axe du
quai. Soit maintenant un coureur sur le quai, prét a suivre un front d’onde le long du
quai. Il devra courir a la vitesse de phase, i.e. plus vite que la vitesse de propagation
de la vague. Cependant, s’il désire, au niveau du quai, étre toujours vis-a-vis un
bouchon qui surfe sur une créte d’un front d’onde, il ira a la vitesse de propagation
de la vague projetée sur I’axe du quai, soit la vitesse de ’énergie dans I'axe du quai.
Si la vague se déplace dans I'axe du quai, on comprends aisément que le coureur ira
a la vitesse de propagation de la vague, qu’il suive le front d’onde ou le bouchon.

Observations fréquentielles (vitesse de groupe, dispersion)

FIGURE 5.11 — Vitesse de phase et de ’enveloppe dans un matériau dispersif.

Il existe aussi une autre notion de vitesse reliée & des paquets d’ondes dans un
matériau dont la vitesse de propagation varie selon la fréquence. Cette vitesse est
appelée vitesse de groupe et notée v,. Pour définir la vitesse de groupe, il faut utiliser
deux ondes a des fréquences légérement différentes et d’amplitude unité (les phases



W 5-152

5 Onde plane uniforme

Ve

FIGURE 5.12 — Dispersion d’une impulsion gaussienne.

qui n’interviennent pas sont ignorées) allant dans la méme direction :
f(z,t) = cos((w — AL)t — (8 — Ag)z) + cos((w+ Au)t — (B4 Ap)z) .
Par une identité trigonométrie f(¢) peut aussi s’écrire :

f(z,t) =2cos(Ayt — ABZZS:OS(wt —pBz) .

enveloppe porteuse

Un phénomeéne de battement apparait a la fréquence angulaire de A,, qui module en
amplitude une porteuse a la fréquence angulaire de w. Lorsque 1’écart de fréquence
est faible, on remarque que la porteuse se déplace a une vitesse qui est celle de
propagation v, = % dans la direction de propagation. Par contre, ’enveloppe se
déplace a une vitesse équivalant au taux de variation de la fréquence angulaire par
rapport celui de la constante de phase ﬁ—;’ qui tend vers la vitesse de groupe définie
comme :

Oow

"= 95 (5.105)

v

La figure 5.11 illustre bien le comportement d’un point de phase et du noeud de
I’enveloppe a différent temps. Il est clair que le point de phase a parcouru une plus
grande distance que le noeud de I’enveloppe sur une méme période d’ott v, < v, ici.
D’autres situations ménent a l'effet contraire indiquant la que la vitesse de groupe
ne peut étre associée automatiquement a la vitesse de 1’énergie.

Lorsque la vitesse de propagation est constante selon la fréquence, les vitesses sont
identiques v, = v,. Autrement, ’enveloppe de I'onde se déforme au fur et & mesure
qu’on s’éloigne de la source. Si le signal était constitué d’une impulsion gaussienne
(modulée ou pas) comme sur la figure 5.12, on verrait cette impulsion devenir de
plus en plus étalée en se propageant d’ou le terme de dispersion.

La dispersion peut provenir soit d’un matériau a pertes ou soit d’'un mode de propa-
gation supérieur (ou les champs ne sont pas tous les deux transverses a la direction
de propagation) comme il sera vu au chapitre sur le guide d’onde. Dans tous ces
cas, la relation § — w n’est pas linéaire.
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Pour des observations faites dans une direction a; autre que celle de propagation,
il faut considérer la projection du vecteur 3 dans cette nouvelle direction. Donc, ayant

fi=B-a;:

vy = % (5.106)
Ow

% = 3 (5.107)

Upilgi = U5 . (5.108)

5.9 Polarisation

On sait que le champ électrique et le champ magnétique d’une onde plane sont orthogo-
naux a la direction de propagation et orthogonaux entre eux. Les deux vecteurs de champ
sont donc localisés dans un plan transverse mais rien n’informe sur leur orientation dans
ce plan.

On se souvient que deux solutions indépendantes sont possibles dans le plan transverse
pour chaque champ. Cela est lié¢ au fait qu’il y a deux directions indépendantes possibles
qui sont perpendiculaires a la propagation. La combinaison de ces deux solutions permet
de décrire I’évolution temporelle du vecteur de champ. Cette réalité provient de la nature
vectorielle de 'onde électromagnétique et est désignée comme étant ’état de polarisation
de l'onde.

Pour définir I’état de polarisation d’'une onde plane, on considére généralement le
champ en un point de 'espace. L’évolution temporelle du champ en ce point décrit une
figure géométrique dans le plan transverse. La figure tracée par la pointe du champ
électrique est utilisée pour nommer 1’état de polarisation. Pour un champ harmonique
on parlera de polarisation linéaire, circulaire et elliptique. Méme si un seul point spatial
est considéré, tous les points appartenant au méme front d’onde suivent exactement la
méme évolution.

5.9.1 Polarisation linéaire

Une onde plane est dite polarisée linéairement lorsque 1’évolution temporelle de la pointe
du champ FE trace une droite dans le plan transverse. Par exemple, une onde voyageant
dans la direction z+ et dont I'unique composante du champ électrique serait F, en tout
temps. Plus généralement, une onde dont le champ électrique aurait des composantes F,
et F, en phase représente aussi une polarisation linéaire. Les phaseurs des composantes
transverses s’écrivent :

E.(2) = E,e e b=t (5.109)
E,(2) = E,e % e ihti¢ (5.110)

ou E, et E, sont constants, I'un ou 'autre pouvant étre nul mais pas les deux a la fois
(cas trivial ot 'onde n’existe pas). Lorsque les deux termes E, et E, sont non-nuls,
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5 Onde plane uniforme

FIGURE 5.13 — Vecteur du champ électrique dans trois cas de polarisation linéaire.

on mentionne parfois que la polarisation est oblique avec un angle d’inclinaison a.. La
polarisation oblique reste toutefois une polarisation linéaire plus générale.
Quelques exemples apparaissent sur le figure 5.13.

5.9.2 Polarisations circulaire et elliptique

La polarisation circulaire implique que les deux composantes — transverses — du champ
électrique sont :

e déphasées de 90° soit 0 = &, — & = £7 rad;
e de méme amplitude i.e. £, = L,

pour une onde qui se déplace suivant I’axe z+. On se rappelle les figures de Lissajou sur un
écran d’oscilloscope. Le cercle se réalisait en insérant deux signaux sinusoidaux de méme
amplitude mais déphasés de £90° dans les deux canaux “orthogonaux” de 1’oscilloscope.

Tout dépendant lequel des composants de E est en avance, le phaseur du champ
électrique tournera dans un sens ou dans 'autre lorsque le temps progresse. Les électro-
magnéticiens ont défini deux expressions pour décrire la polarisation circulaire (ou ellip-
tique) selon la rotation du phaseur £ dans le temps.

Celles-ci reposent sur l'utilisation de la régle de la main droite (ou gauche). Il s’agit
de placer son pouce selon la direction de propagation.

e La polarisation est circulaire droite si le champ E tourne selon ’enroulement des
doigts de la main droite.

e La polarisation est circulaire gauche si le champ E tourne selon I’enroulement des
doigts de la main gauche.

Des acronymes provenant de l’anglais sont couramment utilisés pour décrire le sens de
rotation de la polarisation circulaire : RCP ou RHCP pour “Right (Hand) Circularly
Polarized” et LCP ou LHCP pour “Left (Hand) Circularly Polarized”. Cette terminologie
“gauche" ou “droite" est également utilisée pour les états elliptiques.

Pour les états circulaires, le lieu du vecteur du champ électrique en fonction du temps
trace un cercle dans I’espace plan perpendiculaire & la dire